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Berechnung der Grundschwingzahl der gleichmaBig belasteten 
diinnen Kreisplatte mit groBer Ausbiegung. 
Von K. Federhofer, Graz. 


1. Hinleitung. 


Eine am Rande eingespannte diinne Kreisplatte werde durch gleichformigen 
Druck p stark durchgebogen, so da8 der Biegungspfeil vergleichbar mit der Plat- 
tendicke oder sogar noch erheblich gré8er als diese werde. Dann erfahrt 


die Mittelflache der Platte im Gegensatz zur schwach gebogenen Platte eine Reckung, 


deren Einflu8 auf das elastische Verhalten solcher stark gebogener Kreisplatten in 
einer friiheren Arbeit des Verfassers! klargestellt worden ist. Wird nun eine solche 
gleichformig belastete Kreisplatte in ihrer gekriimmten Gleichgewichtslage zu kleinen 
Schwingungen angeregt, so beeinfluBt die in der Mittelflache schon vorhandene Dehnung 


* die Frequenzen dieser Eigenschwingungen; eine solche Platte besitzt héhere Steifigkeit 


als eine nur schwach gebogene Platte, so daB die Eigenfrequenzen mit Zunahme der 
Dehnung, d. h. mit Zunahme des auf die Platte wirkenden Druckes anwachsen. Die 
Feststellung dieser Abhangigkeit ist Gegenstand dieser Mitteilung. 
Die Untersuchung beschrinkt sich auf die praktisch besonders wichtige Grund- 
schwingung, der jedenfalls eine zentrisch-symmetrische Schwingungsform zugehért. 
Das bereits erledigte statische Problem*® der Kreisplatte mit groBer Ausbiegung 


erfordert die Lésung zweier simultaner, nicht linearer Differentialgleichungen zweiter | 


Ordnung, die in strenger Form nur durch Reihenentwicklungen méglich ist, wobei 
die Koeffizientenberechnung sehr umfangreiche Zahlenrechnungen verlangt. Somit 
kann die genaue Meridianform der stark ausgebogenen Platte, um die sie kleine 
Schwingungen ausfiihrt, nicht durch einen geschlossenen Ausdruck festgelegt werden. 
Die Lésung dieses Schwingungsproblems ist daher nur genahert mdglich. 

Man kann sich bei dieser Sachlage nach dem Vorgang von S. Timoshenko? 
z. B. so behelfen, da8 man fiir die gekriimmte Gleichgewichtslage der schwingenden 
Platte die aus der Kirchhoffschen linearen Biegungstheorie bekannte einfache 
Gleichung der schwach gebogenen Mittelflache wahlt, sodann zwecks Berechnung 
der Dehnungen der Mittelflache fiir die radiale Verschiebung ihrer Punkte in erster 
Naherung einen einfachen, die Randbedingungen befriedigenden Potenzansatz an- 


-nimmt und hiermit schlieBlich die Grundschwingzahl nach dem Energieverfahren 


berechnet. 
Fir Kreisplatten, deren Biegungspfeil kleiner oder héchstens gleich der Platten- 


dicke ist, wird durch dieses Verfahren der EinfluB8 der Reckung der Mittelflache auf 
die Grundfrequenz geniigend genau wiedergegeben. Fiir Platten mit einem die Dicke 
um ein Mehrfaches iibersteigenden Biegungspfeil mu8 aber bei der Festlegung der 
Gleichgewichtsform der ausgebogenen Platte der Einflu8 der Dehnung ihrer Mittel- 


1 K.Federhofer: Luftfahrt-Forsch. 21, 1 (1944). 
2 St. Way: Trans. Amer. Soc. mechan. Engr. 56, 627 (1934) und Fufnote 1. 
3 §. Timoshenko: Schwingungsprobleme der Technik, 8. 344. Berlin. 1934. 


Ingenieur-Archiv Il, 5. — 2 ee 


flache, der bei der linearen Kirchhoffschen Theorie unbeachtet: 
werden. 
Die Platte naliert sich dann stark dem Verkalten: einer Mogiess es bildet ene 


ein ziemlich schmaler Randring mit scharfef Kriimmung aus, wahrend im tbrigen > 


-Plattenteil nahezu konstante Kriimmung besteht. Man kann diesem Umstande durch 
einen von A. Naddai‘ benutzten Potenzansatz Rechnung tragen, mit dem unter Ver- 
wendung des Galerkinschen Verfahrens die Meridianlinie der ausgebogenen Platten- 
form geschlossen’ darstellbar wird. Dieses Verfahren fiihrt — wie in meiner fritheren — 

 Arbeit® gezeigt wurde — zu sehr guter Anniherung an die durch strenge Integration — 
der nichtlinearen Grundgleichungen-mit Hilfe von Reihen ermittelten Meridianform — 
der stark ausgebogenen Kreisplatte.. Dieses Verfahren wird auch im folgenden ver- 

wendet und es sollen zunachst jene Gleichungen obiger Arbeit, die fiir die vorliegende 

Untersuchung in Betracht kommen, zusammengestellt werden. — 


2. Meridianform der stark ausgebogenen Platte und ihre Membran- 
| spannungen. i 


Bezeichnet w (r) die Durchbiegung der Platte an der Stelle r, so 1aBt sich die 
Meridianform der stark ausgebogenen Kreisplatte genahert darstellen durch 


we) 2p 4 2OtD (ee) a) 


Wo 1—n n+1 


Hierin bedeutet mit @ als Plattenhalbmesser = =, w, den Biegungspfeil in Platten- — 


mitte (90 = 0), mn eine ganze Zahl gréBer als 3, die nach Gl. (4) abhangig ist vom 
dimensionslosen Plattenparameter 

mae 

ere 5 1 (2) 
wobei p die gleichformige Belastung, # die Elastizitatszahl und A die Dicke der Platte — 
bezeichnen. 

Mit » = 3 entsteht aus (1) ie) = (1— o?), das ist jene geometrische Form 
der gebogenen Platte, wie sie aus der gewohnlichen Theorie der schwach gebogenen 
Platte bei Vernachlassigung der Dehnung der Mittelflache bekannt ist. Die Krimmung 
der durch Gl. (1) dargesteliten ausgebogenen Plattenform erfaihrt mit groBwerden- 
dem n erst in der Nahe des Plattenrarides starke Anderungen und bleibt im iibrigen 
Plattenteil nahezu konstant, so da der -Naherungsansatz (1) fiir die Meridianform 


das vorhin dargelegte Verhalten der stark ausgebogenen Platte gut wiedergibt. 
Der Biegungspfeil wy ergibt sich zu - 


Sul Spy ie Wert) 3 
ho (+ nyay3’ | aS 
wobei die Abhangigkeit des Wertes C von » aus den elastischen Grundgleichungen 


der stark gebogenen Platte mit Hilfe des Galerkinschen Verfahrens durch eine fiir C 
kubische Gleichung® dargestellt werden kann. In der Tab. 1 sind fiir eine Reihe von 


ganzzahligen Werten n die zusammengehérigen Werte C, oo und des Platten- 


parameters » (mit der Annahme einer Poissonschen Zahl yw = z) zusammengestellt. 


Der Zusammenhang von -° = und von C mit der Zahl » ist im Bereiche nm = 7 bis 30 
nahezu linear. " 


4 A. NAdai: Elastische Platten, 8.288. Berlin. 1925. 
5 Vel. FuBnote 1. 
6 Gl. (40) der in FuBnote 1 angefiihrten Arbeit. 


‘Tabelle L 

“(Alle Baldeqerts gelten fiir eine Poissonsche Zahl « = +/,.) 

_- Ean = 
hod ee oa ernees a fn) ° Pa e i (nm) opie (n) A Ap 

», Gi.c2) | Gl. (8a) | Gl. (7) | @1.(8b)| 8 /% | GI. (13) qi. a4) | G48) | a1. (29) 

4} 12°04 9:19 | 1°04) 000777 | 12°5 | 2-698 | 0°216| 0:11023 | 113°4 1597 1596 
5|15°4 ; 189 1°49 | 0°01262 | 14°4 | 2874) 0:200; 0°11786 | 1222 2°047 2°044 
7 | 21°02, 52°6 2°28 | 0°02201 | 18°28 | 3°130| 0°171| 0°12840 | 142-4 2°909 2°905 
10 | 28:7 150°5 3°39 | 0°03358 | 24:2. | 3-372 | 0-139} 0°13789 | 175°5 4:178 4177 
15 | 41-4 502-2 5°23 | 0°04693 | 34:13 | 3-603 | 0°106| 0°14641 | 233:14 6°326 6°336 
30 | 80°8 | 4127-9 | 10°91| 0:06604 | 64°06 | 3°880 | 0-061} 0°15601 | 410°67 | 13°054 | 13-089 


‘Fir die Abhangigkeit der Zahl n vom Plattenparameter v» besteht mit grote . 


Naherung die Beziehung 
n = 1-9 oh, (4) 
Die bei der Reckung der Mittelflaiche in der TNS fee Meridiantangente und 


im Parallelkreise entstehenden Spannkrafte 7, 7, (Membranspannkrafte) lassen 
sich darstellen durch 


ne ee 
A) rere ge ope 
ei as | (5) 
2 a2 dg’ 
3 
wenn mit D = Ay die Biegungssteifigkeit der Platte bezeichnet wird. 


_ Die dimensionslose Spannungsfunktion y (9) wurde aus den elastischen Grund- _ 


gleichungen zu 
ee 
¥ (e)-= 
berechnet, worin die x-Beiwerte folgende Bedeutung haben: 


Ts i 17 (3 (2 2) — we we + 8)) 
py a Sn(m tim +3)’ 
1 fe ee 2 wae, 
dn(n +i)? “@~ (tim tay’ 87 8 


Mit den Ansitzen (1), (5) und (6) 1a8t sich die in der stark ausgebogenen Platte 


ay — 


aufgespeicherte Formanderungsarbeit berechnen, die bei der genadherten Schwing-. 


zahlberechnung bendtigt wird; sie setzt sich zusammen aus der Energie V, der Biegung 
und jener Vz der Dehnung der Mittelflache. Fiir erstere gilt 


ed Se 1 dw\2 
ry=nD\ (ee a) rd 


2 a (21 
Be ae chee 
somit ae R 
V, = Ee Oy, 
worin | : Pee > 
Dy, a n . (7) 
Fir V, gilt 


r=a4 
Ve= Gr \ EP Boe DT) # dt 


oder wegen (5) 
22# 


C? [oxo eee SIE pr eee male Oras os 0°] (6) 


=1 


ven BL Mael+ CY hede—|ay 


‘Die Eintragung von (6) liefert e So eee 


o= Tf 
a (1 — pe) aA | | — a, pe + O&» oe hs oP + - {% — 
48 ah nee 


— (20 +1) oo” + (m + 2) a 0"** —3 as @*}*| odo — 
( ; 


Va. 


a (1— p?) a fi (n). : | (8a) — 


— ft (9 — Oy a1 — a) ce 48 


Der in eckige Klammern gestellte Ausdruck werde kurz mit f (n) bezeichnet; er ist 


nur abhangig von n, seine starke Zunahme mit wachsendem n ist aus Tab. 1 zu | : 


-. entnehmen. 


Mit Beachtung von (3) tolgt schlieBlich 


az Dw,* 
Va = ae aes 0a, 


8, = 48 1p’) (+L) 4m). (8b) 
Demnach betrigt die gesamte Formanderungsarbeit V der ausgebogenen Platte : 


: ; 2 
Vim Vy + Va = 22m 9, (1 + 0, 42), 


worin 


worin -2(9).- 


Eine Zusammenstellung der Zahlenwerte 3%, %,, &, in ihrer Abhangigkeit von 
(mit ~ =1/,) enthalt die Tab. 1. 
Zur Berechnung des der ausgebogenen Gleichgewichtsform entsprechenden 


Biegungspfeiles wy setzen wir die bei einer kleinen Anderung dw, geleistete Arbeit 


_des gleichférmig verteilten Druckes, die sich zu 


n+1 


j a = : 
; 1 
2a pat bury fee eave: — 2) ede apa ou, ht, (10) 


berechnet, gleich der Anderung 6V von JV; dies liefert fiir die statische Durchbiegung wy 


w Wo\3_ Sv (1 —p?) nm 
420, (52)= aE any 


2 (n + 1)(m + 3) 


Mit » =3 und fiir den Fall unendlich kleiner Durchbiegung entsteht hieraus das — 


aus der Kirchhoffschen Plattentheorie bekannte Ergebnis 


Wome, RAC Seal 2 By 
Bae 16 


Die Gl. (11) ist das mit der Energiemethode gewonnene Analogon zur Gl. (40), 


die aus den elastischen Grundgleichungen mit Hilfe der Galerkinschen Methode 
in meiner fritheren Arbeit’? abgeleitet worden ist. 6 


Da durch Gl. (4) der Zusammenhang von n mit dem Plattenparameter vy gegeben 


ist, so laBt sich aus Gl. (11) fiir jedes vy das zugehorige a berechnen. 


3. Berechnung der Grundschwingzahl. 


Die Kigenschwingungen erfolgen um die durch Gl. (1) festgelegte Gleichgewichts- 
form der durch p belasteten Kreisplatte, in deren Mittelflache bereits die durch Gl. (5) 


* Vel. FuBnote 1. a 


ae : 


bestimmten Spanr peg wirken. Wir nehmen die Schwingform der Platte 
genahert als ahnlich mit der statischen Biegungsfliche an und bezeichnen mit &.die 
Schwingungsamplitude des Plattenmittelpunktes. Dann ergibt sich die Kreisfrequenz w 


_ der Schwingung durch Gleichsetzung der Anderung der potentiellen Energie des 


Systems mit dem Maximum der kinetischen Energie. Da bei VergroBerung von w, 
aut wo + € die durch Gl. (9) gegebene Formanderungsarbeit um den Betrag 


Tp Ps[2m E+E +74 (bw é + 6 wy &)| 


(genau bis einschlieBlich der Glieder klein zweiter Ordnung in £) zunimmt und der 
Druck p hierbei die Arbeit 

n+] g 

2(m + 3) 


leistet, wofiir nach Beseitigung von p mit Hilfe von (11) auch 


22 a hel2 3 +46, ("")"] 


ap a® 


— gesetzt werden kann, so betragt der gesamte Zuwachs an potentieller Energie bei 
~ der Schwingung 


. 


D 2 sae 
1) dy & [2 +69, ~~ |. (12) 


E AV = 

Die in £ linearen Glieder fallen natiirlich heraus, da die Ausgangslage eine Gleich- 
gewichtslage ist. = 

_ Die maximale kinetische Energie berechnet sich mit m, als der auf die Flachen- 

einheit der Platte bezogenen schwingenden Masse (Platte + Auflast) zu | 


e=1 ; 2 Poe 
a" 9 ele 1 i) na+1 Z : ; 
Prax = % 0 fy 0 \e a3 Coe — WN odo = zat ateh(n), Me 
-worin i (n) eimen nur von n abhangigen Zahlenwert bedeutet (vgl. Tab. 1). Aus 
AV = F.,x folgt 

2 

e 1+60,—% 


2 — ) 
= "fy a % k (n) 


Me Gee mit Einfiihrung der nur von n abhangigen Zahl 


o 
# : rales Ae x (mn) (14) 
: Eh 
und wegen i 20 p) : 
h / Eh 1 re Woe 
= Se 1 6 oO 2 . 15 
Sey a | Cone | My 


. 320 . 
Fir die unbelastete Platte folgt daraus mit » = 3 [dem ein z (n) = —,— entspricht] 
und » als spezifischem Gewichte des Plattenstoffes _ 


: 7 h 1/2 10°33 
s sy Do = @ / z (16) 


y Vi2z(1— yw) 
mit einer Abweichung von rund 1% gegeniiber der strengen Lésung fiir w,, welche 


im Zahler der vorstehenden Gleichung den Zahlenwert 10°215 enthalt.* 
Wenn der Oberflachendruck p der Platte von einer gleichformig verteilten schweren 


8 Vel. Handbuch der Physik, Bd. VI, 8. 387. Berlin. 1928. 


330 . Federhofer: Bereck | der g] u ponte 


Rc atiaae herriihrt, so ist, falls B den ‘mitschwingenden Teil der ganzen Auflast: 
angibt, . sii 


cigs g 
Eh a ae 
My piste: 
: (i +t, 


wird, womit Gl. (15) bei Beachtung von (16) tibergeht in 
tee a 


so daB 


OS Oy = ee ae (17) 
3 ae Ce 
Darin bedeutet . 
a= seer) 2) [246.042]. (18) 
einen nur von 7 abhangigen Zahlenwert. Durch den in Gl. (17) zu @, hinzugetretenen 
Faktor 4 _'igt somit der Kinflu8 der Reckung der Mittelflache der Platte 


1+ B seo 
yh 

und ihrer mitschwingenden Auflast auf die Grundschwingzahl bestimmt. 
Ohne Beriicksichtigung der Wirkung der Tragheit des den Oberflachendruck p 
iibertragenden Mittels (d. h. mit 6 = 0) ist dieser Einfluf einfach durch A gegeben. 


Mit = = sind in Tab. 1 fiir eine Reihe von Werten n > 3 die gemaf (18) zu- 


-gehorigen A-Werte bis zu einem Durchbiegungsverhaltnisse at = 10°9 angegeben ; 


h 
der Zusammenhang von J mit n (n > 3) ergibt sich nach Abb. 1 als nahezu linear. 
Die von S. Timoshenko? fiir den Einflu8 der Dehnung der Mittelflache abge- 


leitete Formel zur Berechnung von  lautet, auf die Form des Ergebnisses (17) ge- — 


bracht, @ = wo Ap, worin 


vee. 1 + 1464 oe (19) 


hierbei ist eine Poissonsche Zahl = 0°3 angenommen worden; mit dem in Tab. 1 


Deis 
- durchwegs verwendeten w = 7 ist der Zahlenwert unter der Wurzel zu ersetzen 


durch 1°431. Die hiermit fiir den Bereich = 1 bis 10°9 berechneten Werte Ap 


sind in Tab. 1 eingetragen. Diese Werte stimmen nahezu vollstandig mit den aus 
der genaueren Formel (18) gerechneten / tiberein, so daB die einfache Formel (19), 
deren Giiltigkeitsbereich urspriinglich entsprechend den bei ihrer Ableitung gemachten 


. Annahmen mit = = 1 angegeben worden ist, den Einflu8 der Dehnung der Mittel- 
_flache auch noch fitr gréBere Durchbiegungsverhaltnisse bis 10°9 sehr gut wiedergibt. 


Die durch / ausgedriickte Zunahme der Grundschwingzahl @ mit wachsendem 
Plattenparameter ist, wie Tab. 1 zeigt, sehr betrachtlich; ihr steht allerdings eine 


_.durch den Nenner der Gl. (17) gegebene Abnahme von w mit wachsendem Drucke ” 


gegeniiber, welche von der VergréSerung der schwingenden Plattenmasse infolge— 


der mitschwingenden Auflast herriithrt. Der hierfiir ma’ gebende Ausdruck / 1 +, ste 
be 


1aBt sich mit Riicksicht auf Gl. (2) durch Vi + pole) ersetzen; es ist daher 


der Kinflu8 der mitschwingenden Auflast nicht nur von » und daher wegen Gl. (4) at 


von » abhangig, sondern auch von ce B und oe so da tiber das Resultat des . 


Ly Ween oe s ter 
SIE ; : 


a aw 
CV Ainge es 


ar" 


_ Zusan menwirkens der beiden Einflisse, namlich der Dehnung der ‘Mittelflache und oe 
der Tragheit der mitschwingenden Auflast, keine auf den Wert n allein bezogene 
x 


Aussage gemacht werden kann. — 
(Dingegangen am 28. Oktober 1947.) 


Kritische Spannungen diinnwandiger Plattenwerke 
; unter zentrischem Druck. 
Von F. Miiller-Magyari, Wien. 


Mit 7 Textabbildungen. 


In einer Reihe von Arbeiten soll der Knickvorgang diinnwandiger Plattenwerke 
unter zentrischem Druck behandelt werden. Dabei verstehen wir unter einem Platten- 
werk in Analogie zum Stabwerk ein elastisches Gebilde, das aus lauter gleichlangen, 
schmalen Rechteckplatten besteht, welche an den zusammenstofenden Langsrandern 
ecksteif verbunden sind. Mindestens ein Element des Plattenwerkes, d. h. eine Teil- 
platte sei auf Langsdruck beansprucht, ferner soll die Belastung so beschaffen sein, 
daf sie a) zentrisch, d. h. in der Plattenmittelebene, b) in jeder Teilplatte tiber die 
Plattenbreite stiickweise konstant verteilt angreift und c) sollen die Teilbelastungen p; 
so anwachsen, daf es einen Proportionalitatsfaktor x gibt, mit dem sie in der Form 


ea 0 8, a ag Gg Sage Soy Dy te On Sn “Path 


geschrieben werden kénnen, wobei die o, feste Werte bedeuten. Gesucht sind dann 
jene Werte von x, bei denen eine Stabilititsgrenze erreicht wird. 


Die Abkantprofile des Flugzeugbaues sowie gewisse zusammengesetzte Profile — 


des Hoch- und Briickenbaues sind praktische Beispiele von Plattenwerken. 


I. Unversehiebliche Lingskanten. 


1. Knickformen eines Plattenwerkes unter zentrischem Druck. 


Im folgenden soll eine kurze Ubersicht iiber die méglichen Knickformen gegeben 
werden: Besitzt das Plattenwerk eine groBe Lange LZ und der Querschnitt ein geringes 
Tragheitsmoment fiir eine bestimmte Schwerachse, so tritt bei einer bestimmten 
kritischen Last, die sich in bekannter Weise nach Euler berechnet, seitliches Weg- 
knicken senkrecht zu dieser Achse ein. Fir offene Plattenwerke (offene Profilformen), 


die besonders drillweich sind, kommt noch eine Verdrehung des Querschnittes hinzu | 


(Typus des Drillknickens'). In beiden Fallen kriimmen sich die Langskanten sinus- 
formig, wahrend der Querschnitt angenahert undeformiert bleibt. 


Bei kleiner Lange und geringer Plattenstirke tritt Beulen ein, d. h. die einzelnen | 


Teilplatten zeigen die charakteristischen wellenférmigen Verformungen. Hier unter- 
-scheiden wir nun zwei Falle: Bleiben alle Langskanten gerade, so besitzen die auf- 
tretenden Beulen Halbwellenlingen von der GroBenordnung der Plattenbreiten und 
man spricht vom kurzwelligen Beulen. Dies ist jedoch nicht immer der Fall; ist z. B. 
die Stiitzung einer Langskante durch ein abschliefiendes Stiitzprofil (Bordel, Sicke, 
Rippe, Wulst usw.) zu gering oder schlieSen zwei Nachbarplatten in einem flachen 
Winkel aneinander, so beteiligt sich das Stiitzprofil entscheidend am Knickvorgang 
mit, die Langskante kriimmt sich und es treten Beulformen auf, die einen Mischtypus 
zwischen dem seitlichen Wegknicken und dem. kurzwelligen Beulen darstellen. Weil 


in diesen Fallen die Halbwellenlangen der entstehenden Beulen oft ein Vielfaches 


1 R. Kappus: Drillknicken zentrisch gedriickter Stabe mit offenem Profil im elastischen 
Bereich. Luftfahrt-Forsch. 14, 444 (1937). 


{ 


_ der Plattenbreiten betragen (drei- bis zehnfach), spricht maz angwel 
iss Abb. 1 gibt eine anschauliche Gegeniiberstellung der bei 
Beultypen beim gebdrdelten U-Profil. haa 
Beim kurzwelligen Beulen, mit dem sich der I. Teil | 
der Arbeit beschaftigt, kann man nun mit guter Naherung ~ 
annehmen, daf 1. die Langskanten gerade bleiben, 2. die— 
Verschiebungen w und v in der Plattenmittelebene um eine — 
GréBenordnung kleiner als die Durchbiegungen w senk- — 
recht dazu sind und 3. an den zusammenstoBenden Langs- 
kanten nur die Stiitzmomente beriicksichtigt werden, nicht 
aber die Stiitzkrafte. Unter diesen Voraussetzungen ist 
es gleichgiiltig, unter welchen Winkeln die einzelnen Teil- 
platten aneinanderstofen, und man kann sich das Platten- 
werk in eine Ebene geklappt denken, wobei nach der Vor- | 
aussetzung der Unverschieblichkeit der Lingsrander diese — 
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. furzweliges Beulen _ fengwelliges Beulen 


- Abb. 1. Kurzwelliges und Abb. 2. Bezeichnungen fir den i-ten Teilplattenstreifen eines 
langwelliges Beulen~ eines j Plattenwerkes. 


ebérdelten dinnwandigen : 
ee aoe eeeey durch starre Lagerungen zu ersetzen sind. Man nennt ~ 


Druck. dieses Modell die aquivalente Platte. 


2. Der beiderseits elastisch eingespannte Plattenstreifen. 


_ Wir nehmen zunachst den einfachsten Fall an, daB jede Teilplatte konstante 


Wandstarke und iiber die gesamte Plattenbreite gleichmaBig verteilte Last besitzt. 

_ Wir fihren dann nach Abb. 2 fiir die ¢-te Teilplatte mit den Lingsrandern J und J 
Koordinaten und Verschiebungen in der gezeichneten Weise ein, ferner die Be- 
zeichnungen : - 

I Lange des Plattenwerkes, 

a, Plattenbreite, 
s, Plattendicke, : : 
E, Elastizitatsmodul, 
; z vy; Querkontraktionszahl (= 0°3), ee 
- K, = E,s,/12 (1 —»2) Platten(biege)steifigkeit, te 
; = K,/a, bezogene Plattensteifigkeit, Toy ae 
M,, Mj Stiitzmomente (pro Langeneinheit), (2) ; 
gi, ps Winkel der Endtangenten (an die Querverformung des ; 
Plattenstreifens) mit der y-Achse, kurz Drehwinkel : 
enannt, 4 
k,, kj elastische Bettungs- (Einspann-) Ziffern, M = k- q, : 


ry, ry Verhaltniszahlen, 7,9 = k,/k,, r3 = ks®/k,, 
p; = 0;° 8; Langsbelastung (pro Langeneinheit), positiv wenn 7 
Druck. . j 
In Abb. 2 sind positive Stiitzmomente und positive Einspannungen angegeben. _ 
Fiir die Rechnungen dieses Kapitels kann der Index ,,i“ weggelassen werden, da_ 


: : Pir die eee w gilt die ieee 
~K AAw + o8w,, =0 (3). 
* samt den folgenden Randbedingungen an den Lingsrandern J und J, 


Sk ae a 


Tatsachlich ergeben die zahlenmifSigen Untérsuchungen, da8 diese Randbedin- 
gungen keinen grofen Einflu8 auf die Hdhe der kritischen Last haben, sofern sich 
in Langsrichtung mehr als drei bis vier Halbwellen ausbilden, und wir wollen im 
folgenden auch diesen Fall annehmen: 


Man findet sofort eine Lésung der i laeiiee (3), wenn man den Ansatz 


w (a, y) = sin". W(y) pie (6) 


macht, wobei / = L/m (m ganz) die noch zu bestimmende Halbwelleplacige ¢ der Beulen ~ 


bedeutet. Der Ansatz erfiillt die Randbedingungen (5). Fiir die Querverformung W (y) 
ergibt sich dann die gewéhnliche Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten 


ii Ci Sl I a os Pe 
Wr 2 Ww ai ee 0, (7) 
so daB also die zugehérige charakteristische Gleichung lautet: 
2 2 2. os } 
paae ste (s sy 0. pe 
Wir betrachten zuerst den Fall ; 

os Rae er ages | 
yeaa oe bee #H wise (9) >= 


und fiihren folgende Abkiirzungen ein: 
o* =a FE #4 ala; 8 = olor = 2A Yolo; 


- (10) 


Die Durchbiegung w (x, y) kann man dann in der Form schreiben: 
w (x,y) = sin 7 (4 Sin =* “- B Goji 2% + Csin at + D cos 24). (11) 


Setzt man diese Lésung in die Randbedingungen (4) ein, so kann man die vier 
Integrationskonstanten A, B, C, D durch die Stiitzmomente M, und M, ausdriicken 


und erhalt schlieBlich fiir die Drehwinkel y;, gy; 


y=0:w=0; M,;=Kw,, =k;w,, a = 
y=a:w=0; Mry=—Kw,,=k;uw, eo 
a an den Querrindern, wo wir uns auf den einfachsten Fall beschranken, 

GeO Unde = Li w= 05> 4, = 0: (5) 


x 


See es AM A, 
K Z K A (12) 
py Mr feds $M ed, 
dabei bedeuten A, und A, transzendente Funktionen der WinkelgréBen o, 2; namlich 
; A feo ] ( Xe Lee ay 
4 Oy" +o" \ sin o, Sin a, |’ (13) 
A plows 1 Xs ans Oy 
aa Oy? + og? : 


tga ~ Bg my 


Man kann die GI. (12) auch nach den Stiitzmomenten auflésen und erha gies 
¥ i K ae w ou > = Ai: 
Mr =r = A, + 97° =: A, aoe 
a a (14) — q 
RK i% Ke . oe 
3 M; = or a -Ay + 9 Bs A, ; 
ee mit den Abkiirzungen 
ches oat Eau” Pew, ~ A A Bey Eee AIO 
Zi, A, = A? Ae = Ay : ? A, ee wen ve ? A; Si A? A, % (15) 


homogene Gleichungen fiir y; und y,;, die dann und nur dann nichttriviale Lésungen ) : 
- pbesitzen, wenn die Gleichungsdeterminante Null wird. Das ergibt die Beul-— 
- bedingung (16), welche die Bettungsziffern k; und k; mit der kritischen Spannung Oxrit 


= und der Halbwellenlange J in Beziehung setzt: : . ; a 
hey by y+ Ay — (hey + be) Ag +1 =O. oe 


‘Durch Einfiihren der bezogenen Bettungsziffern r; und r; [vgl. (1)] folgen aus (16) 
die _beiden Beziehungen — Siege ee eae eee Xe as 
Pe ; ty = Agu rps ? Dikae > A,—r1" As ye 

In vielen praktisch vorkommenden Aufgaben kann man von vornherein angeben, 
da eine symmetrische oder antimetrische Verformung der Platte eintritt (vgl. eimige 

Beispiele weiter unten), in diesen Fallen lauten dann die Formeln (12), und zwar bei 

symmetrischer Verformung (py = — 9; = 9; M; =—M,=UM): 

—1 


¢ jie! 


p=M ae Ay, a ag Tae og? (a° te o2/2 + o4° 3g. &,/2) (18) 
und bei antimetrischer Verformung (7 = yy = 9; M, = M;= M): 
S | el i x 
aes 2) =M:—-As As = [Fy agi (Oa ote Oy /2— oy tg a4/2). (19) 2 


Durch die obigen Gl. (12) bis (19) sind die analogen Ausdriicke und Formeln 
der Stabwerkstatik nun fiir den Plattenstreifen unter zentrischem Druck abgeleitet. 
Die Unterschiede sind plausibel, die transzendenten Funktionen hiingen neben der 
kritischen Spannung o,,;, noch von der zweiten Veranderlichen / ab, der Halbwellen- 
lange der entstehenden Beulen. ? 


3. Kritische Mindestspannungen des elastisch eingespannten Platten- 
streifens unter zentrischem Druck. . 


‘y Zur Auswertung der Beulbedingung (16) kann man auf verschiedene Weise vor- 

- -—-—-—s gehen; am giinstigsten wird es sein, fiir verschiedene, gleichmaBig aufeinanderfolgende. 

- Wertepaare von y/a/o* und 4 [vgl. (10)] die Funktionen A, und A, zu berechnen, 
womit man unmittelbar aus (16) zusammengehérige Wertepaare der Verhiltniszahilen 7, 
und r; bekommt. Diesen Vorgang kann man in einem Nomogramm anordnen,? am 

_. Ende der veroffentlichten Arbeiten iiber die Plattenwerke wird eine tabellenmaBige 

Darstellung aller bei diesen Problemen wichtigen transzendenten Funktionen ge- 

geben werden. : 

Die kritische Mindestspannung eines Plattenstreifens bei gegebenen Einspann- ~ 
ziffern erhalt man dann durch die zusitzliche Bedingung 
F * ~ 
s 4. _ 9 oder #Vl0"_ _ 9, (20) 
Bea, 2 A. Kromm: Knickung des gedriickten Plattenstreifens mit zur Mittelebene unsymmetrischer 
om Randrippe. Forschungsbericht 1484, verfaBt bei der DVL, Berlin-Adlershof (A 2223) 


ABige Auswertung ies: Bedingung rent man | verschiedene Werte 


“der ieieechen Spannung o bzw. Volo* graphisch iiber die zugehorigen Halbwellen- 
langen J bzw. A auftragen und naherungsweise den Minimumswert ablesen. 


Obwohl kritische Mindestspannungen nur in dem bisher behandelten Fall 


Se V clog > 1 auftreten, sollen doch der Vollstandigkeit halber die Ausdriicke 


der Funktionen A, und A, in den anderen Fallen angegeben werden: 3? = Volog = ye 
dann ist . 


V2 
em = a > ig 0 
: fa 
A, us a 1 ae a i iu 
=, Gist aye 
2a 13’ 
os 2 ary 2 1 aa 
aster ne Oa : = |e 
27 A nV2 
3d <1: Mit den Bezeichnungen «, = «1; «2 = t&%g} 1.9 = aeyel + 8 wird dann 
: ; " - 
A es p= ( Be Oy, 
1 O47 — ow,” Sin a Sin eal i (13’’) sete 
Ake 1 ( Creer ) 
“ Oy" — a2? \ Bg og 2G Oy 


0=0, d. h. ¢o =0; a, =a, =a/A. Setzt man im vorigen Formelsystem 
ae 1 = 1 
a = =(1 +39); #, =a/a(1—} 9) 
und bildet den Limes fiir 9 — 0, so wird . 
A, = Seaham: Gin afh yg _ 1 An Gin nfAGof n/a 
ae 2 Gin? n/A . tak 2 Ginra/A ~ 
4g. = Bie? Sin? nlA—1 
: a> | Cink ala 
A, ist fiir jeden Wert von / negativ, wahrend A, stets positiv ist. Daraus folgt nach (16): 


(3) 


Zu jeder Halbwellenlange / gibt es Einspannzahlen k; und k;, von denen mindestens 


eine negativ sein mu, derart, daB bei verschwindender Druckspannung o = 0 die © 
Stabilitatsgrenze erreicht wird. 

Treten noch kleinere (negative) Einspannziffern als die soeben erwahnten auf, 
so wird die kritische Spannung eine Zugspannung. In diesem Fall ist nach der An- 


nahme in (2) o negativ und somit nach (10) 0 = Y oloz meena: o«, und a, werden 
komplexe GréBen 
ze Vi— = +1 
O12 =f, +1B,; ett as) O=F4 


und man erhalt durch Einsetzen dieser Ausdriicke in (13) schlieBlich 


y he 2 Bs sin 6, Coj 6; — B, cos B, Sin B, 
: 2 By Bo ( (sin? Be af Sin? Bi) ; (@ee =) 
B, sin B, cos By — B, Sin B, Coj Pi 

2 By By (sin? B, + Sin* B,) pez 


Endlich usndeln wir den wichtigen Grenzfall 2 = oo, der sich praktisch etwa 
so realisiert, daB sich iiber die ganze Linge des Plattenstreifens eine einzige Halbwelle 
ausbildet (nach Voraussetzung soll der Plattenstreifen eine groBe Lange im Verhiltnis 
zur Plattenbreite besitzen), der Plattenstreifen beult, abgesehen von einem kleinen — 


Ae 


er zylindri h: 


Funktionen A, und A, werden nach (13) unbestimmt. Man erhalt fir kleine oy und = : 
ee folgende Reihenentwicklungen (nach Potenzen von z?/A2 fortschreitend): | 
: uh : : 3 | 

a 4, = 4 + (ayy (sag — Sete) to | . (21) i 
a 2 oe = | 
> ae 3 A,=—z+ (20?/2”) (— sis = + eas) +... { 
i ae ee ee i 
Bt a iia : ee = ae 
Bese See 
ieeceassesso=! 
+ a ees a eee 
ee ee gale eee a4 
mh ae eee Se 
Be; tA = 1 Zee ee | ee 74 
ee ee 
pL ILO he ee ee ag 
acinomae 
Se g ReSGe eee SS. 
ae no ee ee ee 
a Pe) Ease Eee 
O# Oe 
i Poe 
Rahs _ 
zs se aa ee 
ae fos [oa Sales [a 
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> al F m , 7, 
Abb. 3. Gegeniiberstellung der kritischen Drucklasten beim Stab und der kritischen Mindest- 
Be spannungen eines diinnwandigen Plattenstreifens unter zentrischem Druck in Abhangigkeit von 
s den Einspanngraden. 1 
ee Setzt man diese in (16) ein, so ergibt sich durch Nullsetzen der Konstanten : 


rrry + 4(r, +77) +12 =0 : (22) 
genau ‘wie beim zentrisch gedriickten Stab, blo& da beim Stab zu diesen Einspann-. 
ziffern die kritische Last P = 0 gehért, waihrend es beim Plattenstreifen einen Grenz- 
ae wert der kritischen Mindestspannung gibt, der von Null verschieden ist. Er hangt 
-—- natiirlich von den Verhiltniszahlen rz und rz ab [die die Gl. (22) erfiillen miissen] 
und berechnet sich durch Nullsetzen der Glieder erster Ordnung in 22/22 aus Gl. (16) 


“tana me apes 24 ——— Fy 5 
are (a/o*), _ co wt 82— 71; (23). 
ea In diesem Grenzfall 2 = oo ist es also méglich, einen ‘expliziten Ausdruck fiir die 


kritische Mindestspannung des gedriickten Plattenstreifens anzugeben. 


“i Abb. 3 gibt nun eine Gegeniiberstellung der kritischen Mindestspannungen des. <2 
he gedriickten Plattenstreifens und der kritischen Drucklasten beim Stab, und zwar 
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2 as Fedora ee ne ae ts ae 
mines Sten Ens lattenwerke unter zentr 


_ fiir einige wichtige Falle von Einspanngraden. Als Abszissen wurden die Verhaltnis- 

zahlen ry = ky a/EI baw. ry = ky-a/K gewahlt, wobei HI die Biegesteifigkeit des 
Stabes und K die Platten(biege)steifigkeit bedeuten, a ist einmal die Lange des Stabes 
‘ und dann die Plattenbreite. Als Ordinaten wurden die bezogenen LastgréBen V/ Prat [Px 


a Rape Fa “ ‘ is ‘ ; : j he 
; bzw. V Orait /o* gewahlt; Py ist die Eulerlast eines beiderseits gelenkig gelagerten as. 
a = ; ' : Of0*= 174 
90 Fx 
| : 
9 T f- + : 
ae} Pes | 
if a 
Cy a 
: is 
7 
y pa 4, 7 
yepst H = 
6 ey) ~ 
4 
| 5 a f 
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Abb. 4. Diagramm der kritischen Mindestspannungen eines beiderseits elastisch eingespannten st 


_ Plattenstreifens unter zentrischem Druck. 


Stabes. Wie man sieht, verlaufen die Kurven des gedriickten Stabes, beginnend vom ie 
Lastwert Null, stetig gekriimmt, waihrend die Kurven der kritischen Mindestspannungen a 
bei dem von Null verschiedenen Wert nach (23) ansetzen. Fir die spatere Anwendung : 
wurden diese Kurven sinngema8 durch das gerade Linienstiick bis zu o/o* = 0 erganzt, 

so daB nun eine liickenlose Beziehung der kritischen Mindestspannungen von o/o* = 0 4 
bis zu dem méglichen Héchstwert bei starrer Einspannung zu den Verhaltniszahlen ry 
und r,; und damit zu den Bettungsziffern k; und hy besteht. Fiir eine festgehaltene 


use & A aibwellenlntge es pie uelkureon der augehdrigen kritis 


“<4 y 


wie die Stabkurven. 
Abb. 4 schlieBlich gibt das vollstandige Diagramm der jenieation Mindediqiaauaten 


in Abhangigkeit von den bezogenen Bettungsziffern ry und r,; wieder. Es ist natiirlich 
-symmetrisch in den Bettungsziffern, so daB nur eine Halfte ausgezogen erscheint, 
_ fallweise sind dann die Bezeichnungen zu vertauschen. Fiir kritische Mindestspannungen | 


kleiner als die Grenzwerte nach (23) ordnen wir die bezogenen Bettungsziffern nach 
Gl. (22) zu, diese Gleichung erscheint in der Darstellung als eine gleichseitige Hyperbel. 


In beiden Diagrammen wurden nur jene Werte aufgetragen, die zur knotenfreien — 


Beulform des Plattenstreifens gehoren, d. h. zu einer Beulform, die keine Knoten- 
linien in Langsrichtung aufweist (die: periodisch auftretenden Knotenlinien in Quer- 


 richtung fassen wir verstaindlicherweise als nicht charakteristisch fiir die Beulform 


auf). Die sog: héheren Beulformen mit ein, zwei usw. Knotenlinien in Langsrichtung 
(wie z. B. Abb. 2 zeigt) spielen in der Praxis keine so groBe Rolle, da die maigebenden 


kritischen Lasten bei den iiblichen Plattenwerkabmessungen fiir gewohnlich bei der ~ 


ersten, knotenfreien Beulform auftreten. In gewissen Fallen (vgl. die Beispiele weiter 


unten) ist eine Riickfiihrung der Berechnung der kritischen Lasten bei auftretenden 


hdheren Beulformen auf eine solche entsprechend der ersten Beulform médglich, so 
daB auch hier das Diagramm ausreicht. : 


4. Kritische Druckspannungen des gesamten Plattenwerkes. 
Deformations- und Steifigkeitsmethode. 


Wir betrachten nunmehr ein Plattenwerk unter zentrischem Druck und setzen — 
voraus, da es kurzwellig beult, daher die Ergebnisse tiber den Teilplattenstreifen 


unter den obigen Voraussetzungen verwendbar sind. Fir das gesamte Plattenwerk, 
welches n Teilplatten, h AuBen(langs)rander und 7 Innenkanten besitzen soll, haben 


wir vorerst ganz allgemein 2 unbekannte Drehwinkel 9;™, y;™,..., pj, o™ , 
und 2” unbekannte Stiittzmomente M,;™, M;,... Mz, M,%,.... Dabei geben 
- die Indizes 1, %2,...41,J2,.-- die Bezifferungen jener Toilplatten a oat die an den 


Kanten J, J usw. zusammenstoBen. Fiir diese 4 Unbekannten stehen folgende 
lineare, homogene Gleichungen zur Verfiigung: 

a) Die 2 Gl. (12) [oder in der Schreibweise (14)]; 

b) A Beziehungen M = k-q an den AuBenraindern, wo die Einspannverhaltnisse 
gegeben sind (insbesondere M = 0 bei gelenkiger Lagerung und g = 0 bei starrer 
Kinspannung) ; 

c) 2n-h-t Kontinuitatsbedingungen 


gy -——S} py) —— ere K 
ps = py? Ses (24) 


an den Innenkanten infolge der Voraussetzung der Ecksteifheit, und 
d) 7 Gleichgewichtsbedingungen 


DD, en 0 (25) 
der Stiitzmomente an den Innenkanten. 

Dabei haben wir in den letzten Gl. (25) die Verdrehsteifigkeit der Vorsteianee 
profile (Stiitzprofile) an den Kanten des Plattenwerkes vernachlassigt (sofern iiber- 
haupt welche vorhanden sind), was praktisch zulassig ist, wenn es sich um Versteifungs- 
profile mit offenem Querschnitt handelt, die eine geringe Verdrehsteifigkeit besitzen. 


Der EinfluB dieser Drillsteifigkeit auf die kritische Last des Plattenwerkes soll erst 


spaiter behandelt werden. 


ve 


eee eee eee te 


ete ot noel 


eK ew 


eae ~—— 


aN: dl * + a2 =p ) 
- kannte vorhanden sind, u 
_ minante gleich Null gesetzt, ergibt die gesuchte Beulbedingung des gesamten Platten- 


_gebenden Beullast die gezeichnete sym- 


ee x af vi * 
Peas erg 
nd ihre Lésbarkeitsbedingung, d. h. die Gleichungsdeter- 


werkes, welche die kritische Druckspannung o,,, mit den gegebenen dueren Daten 


des Plattenwerkes verkniipft. 


Diese allgemeine Methode kann man zunichst formal vereinfachen, indem man 
die 2 n-h-« Stetigkeitsbedingungen (24) von vornherein aus den Gleichungen heraus- 


~nimmt und nur die ¢ Drehwinkel 7, gy,... an den Innenkanten als Unbekannte 


betrachtet, mittels derer sich die Stiitzmomente M;, Mj), ... nach den Gl. (14) 
und durch die Lagerbedingungen an den Auf enrindern ausdriicken. Man bekommt 


dann in den ¢ Gleichgewichtsbedingungen (25) die erforderlichen Gleichungen fiir 


die Drehwinkel g;, yy,... Dieses Ver- 
fahren, in der Stabwerkstatik als Defor- 
mationsmethode bekannt, kann somit 
vollkommen analog auf die entsprechen- 
den Plattenproblemeiibertragen werden. 

In manchen Fallen 1a8t sich eine 
weitere Vereinfachung erzielen, wenn 
nahere Angaben tiber die beim Beulen 
eintretende Querverformung gemacht 
werden kénnen. So .tritt z. B. beim 
symmetrischen Vierkantrohr (Abb. 5a, 
gegeniiberliegende Teilplatten und ihre 
Belastungen sind gleich) bei der maB- 


metrische Verformung auf. Fiir die 
Kante A gilt dann nach (18) 


Ps = Ma a As 


'. a ; 
o Pa a M, . er . Ay 
und somit erhalt man nach (25) die 3 
Beulbedingung Abb. 5. Symmetrische und antimetrische Beul- 
k k’ verformung eines Vierkantrohres unter zentrischem 
= ab > an 0; (26) Druck. Seay 
4 4 


aabei bedeuten k = K/a und k’ = K'Ja’ die bezogenen Plattensteifigkeiten und A, 
und A,’ die in (18) angefiihrten Funktionen von //o/o* und A, jeweils auf die ent- 
sprechende Teilplatte bezogen. . 

Ist die Seite aya’ und das Wandigkeitsverhialtnis a/s sehr groB, so wird die Beul- 


spannung des Plattenwerkes klein, und man wird, um die Beulspannung zu heben, - 


die groBe Teilplatte a durch ein Versteifungsprofil oder eine Sicke in Plattenmitte 
versteifen. Nimmt man an, daf die Biegesteifigkeit der Versteifung gentigend eroB 
ist, um kurzwelliges Beulen zu erzwingen, so wird beim Beulen die in Abb. 5b ge- 


-geichnete antimetrische Verformung eintreten. Hier kann man nun die Mitteltaser- 


der Platte a durch eine gelenkige Lagerung ersetzen und hat dann mit a” = a/2 
files he coh . ‘! 27 
Ae be 


Bei einer Plattenwand oder einfachen Plattenzelle, wo stets nur zwei Teilplatten 
aneinanderstoBen, kann man ganz analog wie in der Stabwerkstatik eine Drei- 


os ree: 


genau so viele lineare homogene Gleichungen, wie Unbe-_ 


iil 


wobei der Index k die Bezifferung der Langskanten angibt. Die zusammenfallenden 


momentengleichung ‘ufatellen’ : Es ist cag zwei aufeinande 


und j mit den Langskanten I, J und K, die an der Kante J zusammen: t ie oF spre. 


ES se Zz (M1, 4,0 + M,® A), 
Be eet OF = 4 i AO + Mp A,9), 


Nun ist WM, +-M i) = 0, fihren wir daher die Bezeichnungen 


M®=M,; Mj) =My (28) 
usw. ein, so ergibt sich durch Gleichsetzen der obigen Ausdriicke © . 
mM, M, (¥ a Ax) + Meg Ao =0. (29) 


Ebenso erhalten wir in diesem Falle fiir die drei Se eae Drehwinkel 


(ae 


Qy° 


~ Dabei ist beim ‘ave Gallon und Auswerten ane ides: aus ndate Gleichungs- 


systemen (29) bzw. (30) stets darauf zu achten, ob nicht die trivialen Losungen 
M = 0 bzw. 9 = 0 (fiir alle Langskanten) méglich sind und auf niedrigere, also mab- 
gebende, kritische Lasten fiihren. 

- Als Anwendungsbeispiel behandeln wir das gleichmaBig Seber regelmaBige 
Plattenpolygon konstanter Wandstarke (regelmaBiges Vielkantrohr), ein Stabilitats- 
problem, auf das wir noch spater mit Beriicksichtigung der Verschieblichkeit der 
Langsrander zuriickkommen werden. Im Falle des kurzwelligen Beulens haben wir 
nach (29) fiir drei aufeinanderfolgende Stiitzmomente die folgende lineare Differenzen- 


gleichung 
Myo Ar 2M, Ag + A ; (31) 


~ 


Anfangs- und Endkanten werden mit 0 bzw. n beziffert. Es gelten dann die Rand- 
bedingungen 


M, = M ’ 
: (32) 
Mny1 = My. . 
Der Ansatz M, =r* ergibt mit r+ l/r = @ 
ru . 
OSs Axes : (33) 


Setzt man in der iiblichen Weise. @ = 2 cos &, so wird die allgemeine Losung 


M, = C,cosk + C, sink & . (34) 


und die Randbedingungen (32) lauten nach einer Umformung 


sin 5 € (— O, sin + &+ 0, 2 COS :) Oi , 
(35) 
sin 5 é (— C1 sin 25 ate E+ C, cog SE |= 9, 


- Wir verzichten hier auf eine re Diskussion simtlicher Falle und stellen nur 


die wichtigsten Beulbedingungen fiir das dréiseitige und -Vierseitige regelmaBige 


- Plattenpolygon auf. 


* Vel. etwa J. Ratzersdorfer: Die Knickfestigkeit von Stiben und Stabwerken. Wien: 
Springer-Verlag. 1936. 


A 2?) + pg: 2h. AO = (30) 
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eee. ok ee 


ee ee ee 
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Fall n = 3 man 5 ‘dic Oates Patieediieice aus sin > 


Ea sf= == 0; und 3.8 
"2 Zwar Pas § = 22/3, dann ist cos 2 x/3 = — 1/2 und somit lautet die Beulhediigeee AES 
5 Rh ALS 0, (36) 

Man erkennt leicht an den umgeformten Randbedingungen (35) und an der all- ; 
gemeinen Lésung (34), da es zu dieser Beulbedingung oo Querverformungen gibt ie 


(die also alle dieselbe kritische Mindestlast liefern). AbbyGa und 6b zeigen zwei 

zueinander duale Verformungen, an diesen beiden Beispielen kann man die Beul- 
- bedingung auch leicht direkt ableiten. 

Im Fall » = 4 (quadratisches Rohr) haben wir als entsprechende Losung 

2A, 

A, 

(vgl. Abb. 6c und 6d). Der geringste kritische Wert der Druckspannung, naimlich 

o/o* = 1, tritt aber bei der trivialen es M = 0 fir alle Langsrander (s. Abb. 6e) 


8 8 ; B ; Ae 


2 r) e@ a e Pos: 


.= 2 cos oa d.h. Ay =0 (37) 


Abb. 6. Beulverformungen des regelmiéf®igen Dreikant- und Vierkantrohres konstanter Wand- oe 
stirke unter zentrischem Druck. anes 


auf, die wir ohne weiteres erhalten hatten, wenn wir ganz entsprechend vom Gleichungs- 
system (30) fiir die Drehwinkel ausgegangen waren. 

Mit wachsender Anzahl der Teilplatten stoBen diese in einem zu flachen Winkel 
aneinander, so daB die Voraussetzung der Unverschieblichkeit der Langskanten 
nicht mehr aufrechterhalten werden kann. Statt den kurzwelligen Beulformen treten, 
wie bereits oben erwahnt, Mischtypen zwischen dem Beulen und dem seitlichen Weg- 
knicken ein, das regelmaBige Plattenpolygon beult langwellig. Diese. Berechnung 
der kritischen Lasten soll im II. Teil der Arbeit erfolgen. ee 

Zur Auswertung der allgemeinen Beulbedingung eines Plattenwerkes unter zentri- 
schem Druck hat man etwa so vorzugehen: Man kennt die auBeren geometrischen 
Daten des Plattenwerkes und das Verhialtnis der Teilplattenbelastungen zueinander. Ce 
Bei gleichmaBiger Belastung sind demnach die bezogenen Spannungen o/o;* (bzw. mee 
Vo/o,*) und die bezogenen Halbwellenlangen 1; = I/a; in ihren Verhaltnissen zueinan- 
der bekannt. Fiir eine festgehaltene Halbwellenlange J, die in allen Teilplatten dieselbe ee 
sein mu8, hat man durch Probieren die kritische Spannung o,,,, zu ermitteln, der- Es Sg 
gestalt, daB die in Form einer Determinante gegebene Beulbedingung erfiillt. ist. , 
Dies mu8 man fiir mehrere Werte der Halbwellenlange / tun, die kritische Mindest- 

. spannung ergibt sich ‘dann aus der Bedingung (20), was man meistens graphisch 

ermittelt. } 

Im Falle. ungleichmaBiger Belastung (auch bei teilweiser Zugbeanspruchung) - 
verlauft alles vollkommen analog, wir bezeichnen nach der in der Kinleitung ge- se 
machten Voraussetzung (1) die Spannungsverhaltnisse 9 


01" /04 14> 02" /65 ek te”; cara TnlOy = %,,* (38) 
und betrachten nunmehr die Quotienten /x,;*- (bzw. V/x[xi*). Wir ermitteln wie  . = | 
Ingenieur-Archiv II, 5. : 23 


Beg |, Pape ne a ies ae ee ’  #. Maller-! aeons air AMIS sab ip 


-vorhin den kritischen Wert de 3 é = 
Mindestwert %itmms Womit nach (1) die kritische Lastverteilung und ihr Mindest- E 


_ a 


‘50's 


» 17 
“2 * 


. a re y = ? fer as aah OK + me Siem 
s Proportionalitatsfaktors i, und entsprechend seinen 


wert bestimmt ist. ua ae 
Die Beulbedingung ist fiir Plattenwerke mit mehreren Teilplatten im allgemeinen 


recht kompliziert, so da® in diesen Fallen der Deformationsmethode ein Verfahren 


vorzuziehen ist, das in der Stabwerkstatik als Steifigkeitsmethode bekannt ist.’ 
Um keine neuen zusatzlichen Bezeichnungen einzufiihren, sei das Verfahren 


fiir die Ermittlung der bisher verwendeten Bettungs- oder Einspannziffern erklart, — 
die Unterschiede gegeniiber den in der Stabwerkstatik eingefiihrten tiblichen Be-— 


zeichnungen sind unwesentlich und bestehen nur in einigen Vorzeichenvertauschungen. 
Das Verfahren lautet kurz so: 
Man beginnt an einem AuBenrand 


J 


ky = My|pz (baw. die bezogene 
Bettungsziffer 77) bekannt ist und 
ermittelt fiir eine festgehaltene 
_ Halbwellenlange J (bzw. .4 = I/a) 
und fiir eine angenommene kriti- 
sche Spannung ojgi, (bzw. O14 /0* 
oder. V/ crit /o* ) nach Formel (17) 
Abb. 7. Schematische Skizze eines allgemeinen Platten- die Bettungsziffer am anderen 
werkes mit gelenkig gelagerten und starr eingespannten Langsrand der Teilplatte 
AuBenlangsrandern. . : ; Paty gars 
k, a : 2 


= FO — kg/h, Aw? 


k; , 
und bei starrer Hinspannung ky = co 
ky = 4,0 (39 ) 


An der Innenkante J ist nach (25) 
dD bi = 0, (40) 


wobei die Bezifferung tiber alle Teilplatten lautet, die an der Innenkante J zusammen- 
stoBen. Aus (40) berechnet. man die unbekannte Bettungsziffer k;%) und fahrt nun 
analog fort, bis man wieder auf einen AuSenrand am anderen Ende des Plattenwerkes 
kommt, oder an eine Innenkante, wo die Bettungsziffern, von der anderen Seite her 
gerechnet, bekannt sind. War die am AuSenrand-errechnete Bettungsziffer gréBer 


_ als die gegebene oder ist die Summe der errechneten Bettungsziffern an einer Innen- 
kante gréBer als Null, so war die geschatzte kritische Spannung zu hoch angenommen — 


und umgekehrt. Dies folgt sehr leicht aus der Tatsache, daB die kritischen Spannungen 
eines Plattenstreifens unter zentrischem Druck fiir eine festgehaltene Halbwellen- 
lange mit wachsender Bettungsziffer monoton wachsen (vgl. Abb. 3). Natiirlich fithrt 


dieses Verfahren, wenn man es rechnerisch verfolgt, auf die obige, in Form einer 


Determinante gegebenen Beulbedingung. Der Vorteil der Steifigkeitsmethode liegt 
aber in der Aufspaltung der Berechnung der komplizierten Beulbedingung in lauter 
einfache gleichartige Rechenvorgange, so da man den Vorgang z. B. in ein Nomo- 
gramm anordnen kann. Dazu geniigt die graphische Darstellung der vollstandigen 


* Vgl. etwa L. Kirste: Momentenverteilungs- und Stabilitétsrechnung nach der Steifigkeits- 
methode. Osterr. Ingenieur-Arch. H. 1/2, 117 (1946). ; 


J (Abb. 7), wo die Bettungsziffer 


(39), 


ok; = K Ja, und die Werte der Funktionen A, und A; [s. (13)] beziehen sich immer 
_ auf die betreffende Teilplatte; insbesondere hat man bei gelenkiger Lagerung ky = 0 


* anyon A al NG a estima at Mea 


 Beulbedin 


aaa < en a a: 
: Sal Hane 


ime annut x n diinnwandiger Plattenwerke unter zentrischem Druck. | 
gung deg -gedriickten Plattenstreifens, wie sie durch die Gl. (16) ge- 
geben ist. <0 5 

Die Erschwerung der Berechnung der kritischen Druckspannungen eines Platten- 
werkes gegentiber der analogen Aufgabe der Stabwerkstatik besteht nun, abgesehen 


von den komplizierteren Funktionen und WinkelgréBen «, und a, darin, daB simt- 


_liche Berechnungen fiir mehrere Werte der Halbwellenlinge 1 erfolgen miissen und 


erst durch die zusatzliche Bedingung (20) die kritische Mindestlast gefunden werden 
kann. Dazu mu8 man ungefahr den Bereich der zugehérigen Halbwellenlinge kennen. 
Im nachsten Kapitel soll nun ein Naherungsverfahren abgeleitet werden, das diese 
Schwierigkeit umgeht und brauchbare Resultate liefert. 


5. Naherungswert (untere Schranke) fiir die Mindestbeulspannungen 
diinnwandiger Plattenwerke unter zentrischem Druck. 


Um zu Naherungswerten zu gelangen, deren numerische Ermittlung méglichst 
einfach ist, verandern wir das urspriingliche Problem in der Weise, daB wir das Platten- 
werk bzw. die aquivalente Platte an den Liingskanten auftrennen. Um die bestandene 
gegenseitige Beeinflussung zu beriicksichtigen, bringen wir wieder elastische Ein- 
spannungen mit den Bettungsziffern k£;), kj%,... an, iiber deren GroBe wir jedoch 


vorlaufig nichts aussagen. Ferner beriicksichtigen wir tiberhaupt keine Kontinuitats-— mo 


bedingungen (24). 


Fiir die folgenden Betrachtungen kénnen wir uns auf den Fall der gleichmaBigen _ er 


Belastung beschranken, die Ergebnisse iibertragen sich wortlich, wenn bei ungleich- 


maBiger Belastung an Stelle der bezogenen Spannungen o/o;* nach Voraussetzung (1) _ 


- und mit den Bezeichnungen (38) die Quotienten x/x;* treten. 


« 


Es ist klar, daB die kritische Mindestspannung des in obiger Weise vereinfachten 
Plattenwerkes die kleinste Beulspannung der Teilplatten, jede fiir sich genommen, 
betragt, denn bei dieser Spannung, welche eine Mindestspannung der betreffenden 
Teilplatte ist, wird die Teilplatte beulen, wahrend alle anderen unausgebeult bleiben. 


Damit ist aber eine von der trivialen Lésung (alle w;= 0) verschiedene Lésung unter 
den nun angenommenen Randbedingungen gefunden. 


Oder mit anderen Worten, 
wenn wir die kritischen Spannungen als Eigenwerte unseres Eigenwertproblems auf- 


fassen: Die Eigenwerte des vereinfachten Gebildes sind identisch mit der Gesamtheit _ 


der Eigenwerte der Teilplatten, jede fiir sich genommen. Wir ordnen die Kigenwerte - 
nach ihrer GréBe und interessieren uns im folgenden nur fiir den kleinsten EKigenwert. 
Dieser ist eine stetig differenzierbare Funktion der angenommenen Bettungsziffern , 
ky, ky)... an den aufgetrennten Randern. Es ist leicht einzusehen, daf durch 
folgende Spezialisierungen der Bettungsziffern grobe Schranken fiir den genauen 
Beulwert (damit ist immer die Mindestbeulspannung des urspriinglichen Problems 
verstanden) bestimmt sind, und zwar 1. eine grobe untere Schranke, wenn alle ver- 


- fiigbaren 
EO) Au! 20 (41) 
gesetzt werden, 2. eine grobe obere Schranke im Fall 
ke) = by) =... = 00. (42) 


Man vermutet daher, daB es durch passende Wahl der noch freigehaltenen Bettungs- 
ziffern gelingt, bessere Naherungswerte fiir den genauen Beulwert zu finden. Ohne 
auf das Problem in allgemeiner Weise einzugehen,® legen wir einfach in Anlehnung 
an die obigen Entwicklungen fest, daB die unbekannten Bettungsziffern an den 


8 Die damit zusammenhingenden Fragestellungen zur niherungsweisen Ermittlung von 


- Eigenwerten: sollen in einer demnachst erscheinenden ‘Arbeit des Verfassers behandelt werden. 


a 
e 
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Innenkanten die Bedingungen >” k;%) = 0 erfiillen sollen und ferner sollen alle Teil- 
platten des vereinfachten Gebildes bei der gleichen Mindestbeulspannung o beulen. 
Diese Spannung betrachten wir als eine bessere Naherung fir den genauen Beulwert. . 
Der Unterschied gegeniiber dem urspriinglichen Problem besteht nun darin, daB 
sich jetzt infolge der Vernachlassigung der Kontinuitaétsbedingungen in jeder Teil- 
platte Beulflichen mit ungleichen Halbwellenlingen ausbilden, und zwar werden 
sich jene Halbwellenlangen einstellen, die zur kritischen Mindestbeulspannung o des 
Teilplattenstreifens gehéren. Wir haben somit eine Reduktion des urspriinglich 
zweidimensionalen Problems vorgenommen, die Halbwellenlange 7 tritt nun nicht 
mehr in Erscheinung, und man gewinnt den Naherungswert o, indem man aus den — 


fiir jede Teilplatte angeschriebenen Gleichungen 
o =f (ky, ky); ap : (43) 


welche die Abhaingigkeit der kritischen Mindestspannungen eines Plattenstreifens 
von den Bettungsziffern angeben, die Bettungsziffern eliminiert. Das Verfahren ist 
vollkommen der Methode der Stabwerkstatik nachgebildet, an Stelle der kritischen 
Drucklasten' treten beim Plattenproblem die Mindestbeulspannungen, wobei die 
Kurven, die die Gl. (43) darstellen, durch das lotrechte Geradenstiick von (a/o*),— 
bis o/o* = 0 erginzt wurden (s. Abb. 3). Wahrend wir aber bei den Stabaufgaben 
auf diese Weise die genauen kritischen Lasten erhalten, bekommen wir jetzt nur 
-eine untere Schranke des genauen Beulwertes des Plattenwerkes. Dies beweisen wir 
leicht, indem wir uns an die Aquivalente Formulierung als ein Eigenwertproblem er- 
innern, fiir das ganz allgemein folgender einfacher Satz gilt :® ; 

Mildert man in einem Minimumsproblem (Variationsproblem) die Bedingungen, . 

so fallt der Wert des Minimums bzw. steigt nicht an. 

Das vereinfachte Problem ist nun aus dem genauen urspriinglichen Problem in 
der Weise hervorgegangen, da auf die Gleichheit der Halbwellenlangen zur Erfiillung 

der Stetigkeitsbedingungen an den Lingsrandern verzichtet wurde, d. h. die Rand- 

bedingungen wurden gemildert. Damit ist aber der Bereich der zulassigen Funktionen ~ 

des Variationsproblems erweitert und der Minimumswert kann nicht steigen. Es 

Betrachten wir die zu unserem Naherungswert gehérigen Eigenfunktionen, d. h.. 
die Beulflachen der einzelnen Teilplatten, so stellen wir fest, da sie wohl die 
Differentialgleichung (3), nicht aber einen Teil der Randbedingungen (namlich die 
Stetigkeitsbedingungen in bezug auf die Neigungen an den zusammenstoBenden 
_Langsrandern) erfiillen. Das Aussehen der Beulfliche des genauen Problems wird 
also durch diese Funktionen schlecht wiedergegeben, aber wie bei vielen Ahnlichen 
Verfahren ist dies auch fiir unsere Zwecke nicht so wichtig, da es vor allem auf den 
EHigenwert ankommt. : 

Das Verfahren, bildet somit ein Gegenstiick zum Ritzschen Naherungsverfahren, 
wo die Naherungsfunktionen gerade die Randbedingungen (d. h. alle geometrischen 
und méglichst viele dynamische) erfiillen und nicht der Differentialgleichung des — 
Problems geniigen. Es gehért damit in die Reihe jener Verfahren und Methoden 
zur néherungsweisen Berechnung von Eigenwerten eines Variationsproblems, wie sie 
besonders KE. Trefftz’ 6fter angewandt hat und die alle auf eine Milderung 
des Variationsproblems beruhen. 

Um die unbekannten Bettungsziffern aus den Gl. (43) zu eliminieren und den 
Naherungswert der Mindestbeulspannung zu berechnen, geht man analog der oben 
erklarten Steifigkeitsmethode vor. Zu diesem Zweck miissen eine hinreichende Anzahl 

* Vgl. R. Courant und D. Hilbert: Methoden der mathematischen Physik. Berlin: Springer- 
Verlag. 1931. : . 

7 E.Trefftz: Verh. d. 2. intern. Kongr. Techn. Mech., Zitrich. 1926. 8. 131. 
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jonen (48) tabellarisch oder ‘gezeichnet vo 


tigend genau interpolieren zu kénnen, wie es z. B. in Abb. 4 der Fall ist. Man 


beginnt an einem Auenrand J (vgl. Abb. 7), wo die Bettungsziffer bekannt ist, und 
_wahlt einen Naherungswert fiir die kritische Mindestspannung. Dabei leisten die 
nach (41) und (42) bestimmten groben unteren und oberen Schranken gute Dienste. 
‘Man ermittelt nun nach Abb. 4 die Bettungsziffer am anderen Langsrand der Teil- 
_ platte und nach (40) die unbekannte Bettungsziffer des anstoBenden Langsrandes 
des nachsten Plattenstreifens usw. Da das Diagramm Abb. 4 nur bezogene Gréen 
anfiihrt, mu man die Verhaltnisse immer umrechnen. Tritt dabei der Fall ein, dafB 
die umgerechnete bezogene Spannung in den lotrechten Teil der Kurven (vgl. auch 
Abb. 3) fallt, so bedeutet dies keine Besonderheit, eher eine Erleichterung der Ablese- 
méglichkeit, da nun die zugehérige Bettungsziffer auch nach Gl. (22) bekannt ist. 
_ Wieder erfahrt das Verfahren in vielen Fallen eine Vereinfachung, wenn man 
von vornherein gewisse Annahmen iiber die eintretende Verformung machen kann, 
wie an einigen Beispielen erértert werden soll. 

Fir das Rechteckplattenwerk konstanter Wand&tarke und gleichmafiger Belastung 
ergibt sich unter der Annahme der symmetrischen Verformung z. B. fiir a’ = a/2 
die grobe untere Schranke o/o* = 1 und die grobe obere Schranke o/o* = 1°74. 
Rechnet man diesen oberen Wert auf die a’-Seite um (es ist o*’ = 4 0*), so ergibt 
sich o/o*’ = 0°435, d. h. der Naherungswert o fallt sicher in den lotrechten Teil der 


Kurve der Mindestbeulspannungen des symmetrisch eingespannten Plattenstreifens a’. 


Es ist somit ry’ =—2 und daher ry, = + 4, und man erhdlt den Naherungswert 


o/o* = 1:245. Die folgende Tabelle gibt die Naherungswerte o fiir einige “Verhalt- — 


nisse a’/a wieder. Fiir sehr kleine Verhaltnisse a’/a sind die Werte unbrauchbar, da 


‘nicht mehr kurzwelliges Beulen eintreten wird, auBer die Langskanten werden un-_ 


verschieblich gestiitzt. 


Rechteckiges Plattenwerk konstanter Wandstairke und gleichmaBiger Belastung. 
Kurzwelliges Beulen. - 


a’a feo jeer ce) pts 4 cos: | os |" 08. | 07 3] °09- | oo fae 
Naherungswert ..... ya lool etca oa boot lee Say to 2b 22-(al d Oe ehd- e109 1 
Genauer Wert ...... 1-74 1:27 1 


Um den Fehler abzuschatzen, den man durch Anwendung des obigen Naherungs- 
verfahrens begeht, kann man entweder stichprobenweise fiir rechnerisch besonders 
einfache Querschnittsverhaltnisse die genaue Lésung ermitteln oder mittels des 
Ritzschen Verfahrens obere Schranken des Mindestbeulwertes berechnen. 

Beim regelmaBigen dreiseitigen Plattenpolygon konstanter Wandstaérke und 
gleichmaBiger Belastung haben wir unter der Voraussetzung der in Abb. 6a gezeichneten 


Verformung ahnlich wie oben rz’ = — 3 (einseitig gelenkig gelagerter Plattenstreifen: 


mit a’ = a/2), somit rz = + 6 und nach Abb. 4 o/o* = 1:15. Rechnen wir dagegen 
unter Zugrundelegung der in Abb. 6b gezeichneten Verformung, so miissen wir einmal 
den einseitig starr eingespannten Plattenstreifen betrachten und dann den symmetrisch 
elastisch eingespannten Streifen, beide gleicher Breite, die an der Kante B zusammen- 
stoBen. Der starr eingespannte Plattenstreifen wird am anderen Langsrand negativ 
eingespannt sein, wihrend der andere positive Einspannung besitzt. Die unbekannten 
Bettungsziffern sind so zu finden, daB sie negativ gleich sind und die zugehérigen 


kritischen Mindestspannungen der Plattenstreifen gleich groB sind. Es ergibt sich 


rp) = — 2°4, also rz = + 2°4 und dazu o/o* = 1:175. Dieser Wert stellt also 


eine bessere untere Schranke dar als die vorhin ermittelte. 


fiir den Fall negativer Einspannzahlen erweitert. 


= <a : 
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Beim quadratischen Rohr haben wir nach Abb. 6c und dem Di a Abb. + 
gleich den genauen Wert o/o* = 1°35, da dieser Wert ohnedies eine -Mindes beul- 
spannung des Plattenstreifens darstellt. Unter Zugrundelegung der in Abb. 6d ge- 
zeichneten Querverformung ergibt die Naherungsmethode rz’ = — 3, d. h. rg = +6 
und o/o* = 1°31, ein Wert, der auch nicht viel vom genauen Resultat abweicht. 


“ 


Kennt man nun auch die Mindestbeulspannungen des einseitig elastisch einge-_ 


spannten freistehenden und gebérdelten Plattenstreifens unter zentrischem Druck, 
so JaBt sich die N aherungsmethode auch auf jene Plattenwerke anwenden, die frei- 
stehende oder gebérdelte Endkanten besitzen, immer vorausgesetzt, daB kurzwelliges 
Beulen eintritt. Solche Plattenwerke treten besonders haufig im Leichtbau in der 
Form der diinnwandigen Abkantprofile auf (U-, Z-, A-, L-Profile). Da es sich aber 


_. dabei bereits um verschiebliche Langskanten handelt, soll dieser Fall erst im nachsten - 
Teil behandelt werden. 


- Zusammenfassung des I. Teiles. 


Fir diinnwandige Plattenwerke unter zentrischem Druck werden unter der 


_ Voraussetzung unverschieblicher Langskanten, welche im Falle des kKurzwelligen 


Beulens erfiillt ist, die analogen Beziehungen und Formeln wie fiir Stabwerke unter 
zentrischem Druck hergeleitet und ein Naherungsverfahren fiir die Berechnung der 
Mindestbeulspannung des gesamten Plattenwerkes angegeben, das von den kritischen 


-Mindestspannungen des beiderseits elastisch eingespannten Plattenstreifens ausgeht. 


Die hierfiir vorliegenden Ergebnisse wurden in eine brauchbare Form gebracht und 


(Eingegangen am 13. Mdrz 1947.) 


Einige Probleme der Strémung, des Warmetiberganges und der 
Diffusion bei Laminarstrémung lings einer ebenen Platte.* 
Von H. Sehuh, Wien. 

. Mit 7 Textabbildungen. 


x 


I. Einleitung. 


Die Bewegung von fliissigen und gasférmigen Medien wird durch die Navier- 
Stokesschen Differentialgleichungen beherrscht. Diese lauten bei zweidimensionaler 
Stromung und konstanten Stoffwerten in kartesischen Koordinaten: 


ou ow a op Ou Oe 
eG tet ae tea =X— 2 +n (FS + Se), | rn 
ov 4, ov aU op ev av \ ‘ 
Q 5p 10 Ua tO na + u (Se ei a) 
dazu tritt die Kontinuitatsgleichung: 
ou ev 5 
Pan by ~ (2) 


Dabei sind uw, v die Geschwindigkeiten in a- bzw. y-Richtung, XY und Y die Massen- 
krafte, p der Druck, @ die Dichte und u die Zihigkeit. Eine Lésung der nichtlinearen 


* Kine gekiirzte Fassung dieser Arbeit wurde urspriinglich im Juli 1944 zur Veréffentlichung . 


fiir ein Festheft zum 70. Geburtstag von Prof. L. Prandtl eingereicht, aber in diesem aus 
Platzmangel nicht abgedruckt; nach geraumer Zeit erschien sie dann — fiir den Verfasser tiber- 
raschend — im Heft 2, Bd, 25/27 (Mai 1947) der neuerschienenen Zeitschr. f. angew. Math. und 
Mechanik, nachdem die vorliegende Arbeit im Dezember 1946 fiir das Osterr. Ing.-Archiv ein- 
gereicht worden war. 


——— jpn ee ee 


lat ae 


a Pope Oy . 


é nicht, 


“Math. Kongr., S. 484. Heidelberg. 1904. 


ir £. ay 7 
Tomy Re ace 
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wenn man sich zur Vereinfachung auf stationire Werte beschrankt, wodurch 
vom mathematischen Standpunkt aus auch alle Falle turbulenter Strémung ausge- 


schlossen werden miissen. Kiner rechnerischen Behandlung zuginglich sind stationare 
Strémungen bei sehr kleinen und bei grofen Reynoldsschen Zahlen;! im ersten Fall — 


ou ou 

Boat (2) ey usw. 
zweiten Fall kann von der Wirkung der Zahigkeit abgesehen werden, solange keine 
Strémungsablésung von festen Wanden erfolgt (,,Potentialstrémung“); ausgenommen 
bleibt dabei eine sehr diinne Schicht unmittelbar an der Wand fester Korper (,,Grenz- 
schicht“), in welcher die Lingsgeschwindigkeit mit steilem Gradienten auf den Wert 
Null an der Wand (wegen der Haftbedingung) abfallt und in welcher die Zahigkeits- 
krafte nicht vernachlissigt werden diirfen. Die Stroémung in diesen Grenzschichten 
kann ebenfalls mathematisch behandelt werden, solange sie laminar bleibt. Derartige 
Grenzschichten bilden sich an allen umstrémten Korpern aus und stehen in Beziehung 
zu deren Strémungswiderstand; dieser riihrt von den an den Korper ‘angreifenden 
Kraften her, die wir in zwei Komponenten zerlegen kénnen: Krafte, die senkrecht 
auf den Kérper wirken (Druckkrafte) und solche, die tangential infolge der Zahigkeit 
am Korper angreifen (Schubspannungen). Wenn keine Ablosung der Strémung vom 
Korper stattfindet (Stromlinienkérper), lassen sich die Druckkrafte aus der Potential- 


koénnen die Konvektionsglieder (wu in (1) vernachlassigt werden, im 


str6mung um den Ké6rper in guter Naherung berechnen und die Schubspannungen x 


aus der Grenzschichtstromung. 
Ein Kérper, bei welchem wir von vornherein nur Schubspannungen erwarten 


_ kénnen, ist die langsangestrémte ebene Platte, von welcher L. Prandtl 1904 erstmals 


zeigen konnte, das auch bei hohen Reynoldsschen Zahlen ein Widerstand mathematisch 
aus den Navier-Stokeschen Gleichungen berechnet werden kann. 
die Reynoldsschen Zahlen hoch, jedoch nicht zu hoch angenommen, so daB die Stromung 


noch laminar bleibt |Re, = aes < 300000, x Entfernung von der Plattenvorderkante] PE 


‘die Ausdehnung der Grenzschicht senkrecht zur Platte (y-Richtung) ist dann klein - 


aes 5 Mae ne re ae ; tes : : x - : 3 
eichungen (1) ist im allgemeinen Fall bisher nicht gelungen; auch dann 


Dabei werden — 


ion bei Laminarstrémung. 347 | 


Xs 


im Verhiltnis zu ihrer Ausdehnung in Richtung der Platte (w-Richtung), sodaB man 


sich, wie nach-Prandtl? mathematisch bewiesen hat, in den Gl. (1) auf die w-Kompo- _ 


Ou 
oy? 


eu rag 
nente beschranken, auberdem —, gegen vernachlassigen und = 0 setzen 


kann. Fiir konstante Stoffwerte ergibt sich somit (wobei die kinematische Zahigkeit — 


Es 5 : 
y = — eingefiihrt wird): 3 - ae 
Q dies’ Oey hi 
bon ©? ay” oy (8) 
und . 
5 ou Opa 
. : ae S's By 0, (3a) 
mit den Randbedingungen (U konstante Anstromgeschwindigkeit vor der Platte): 
r = 0, U = 0, Vv = 0, 
‘ Pe (4) 
= oo} eal, 


Durch Einfiihrung des dimensionslosen Wandabstandes € und der Stromfunktion » 


UY yp=VUer f(é) (5) 


td 
f=+ ya? 


1 Als Reynoldssche Zahl wird Ete bezeichnet, wobei U eine charakteristische Geschwindig- 
“/) ‘ 


keit, d eine charakteristische Linge und » die kinematische Zahigkeit bedeutet. 
2 L. Prandtl: Uber Flissigkeitsbewegung bei sehr kleiner Reibung. Verhandl. d. III. Intern. - 


a 


eres 


lassen sok (3) und 3 =) at's eine S ohaicke Differentialgle eich 
die Kontinuitatsgleichung (3a) durch den Ansatz w= o. und eee 


i wird. Man erhalt somit: ¥ i om 
= : Re oe fis =. 2 (8) 
Ber Eine numerische Lésung dieser Differentialgleichung (6) stammt von Blasius® 
e Sa (s. auch 4, 5). Uber Grenzschichten, auch solche bei Druckabfall und -anstieg "(ee dia 0) 
a gibt es heute eine umfangreiche Literatur.® . 

‘a Besteht. zwischen Korper und strémendem Medium eine Temperaturdifferenz, 
; ~ so findet zwischen beiden ein Warmeaustausch statt, fiir den die Warmeleitungs- 
ars gleichung gilt: 

ks s ad! gee eT eT S z 
5 0 Cn a Ot i OC» uo St oc p oy. = (Se ey? aah (7) 


ee dabei ist J’ die Temperatur, A die Ween und c, die spezifische Warme 
bei konstantem Druck; in der Differentialgleichung (7) ist zunichst die durch Reibung 
-—s erzeugte Warmemenge nicht beriicksichtigt; solange nicht zu hohe Geschwindigkeiten — 
-——s und nicht zu kleine Temperaturunterschiede auftroten, ist dies berechtigt. Alle Uber- 
“a legungen fiir das Strémungsfeld gelten analog auch hier, insbesondere bildet sich in 
unmittelbarer Nahe fester Koérper eine ,,Temperaturgrenzschicht aus, in welcher 
der gesamte Temperaturabfall zwischen Korper und umgebendem Medium stattfindet.* 
‘Ist. das entsprechende Strémungsfeld bereits bekannt, so 1a8t sich fiir die langsange- 


i hh dk ee et ee 


=o 

fee stromte ebene Platte die Lésung von (7)? auf eine bloBe Quadratur aig 
wie E. Pohlhausen® zeigte: 

nee eR OP OR Cee ee —pr (Pras 

ee iy C= 5 RR, i oN Rikes)3- ace é 9 d &. . F (8) 
7 -T, ist die Temperatur an der Wand, 7’; am AuBenrande der Grenzschicht;° die Rand- 

____-bedingungen: y= 0, T= Ty, y = co, TJ = T, sind offenbar erfillt. 

en; Sind im Strémungsfeld Stoffe verschiedener Art mit drtlichen Unterschieden in 

ae ihrer Konzentration vorhanden, so tritt an Stelle von (7) eine ganz ahnlich gebaute 


Diffusionsgleichung, bei welcher an Stelle der Temperatur 7’ die Konzentration ¢ 
4 und an Stelle der Temperaturleitfahigkeit @ = or die Diffusionszahl & tritt. — 


Bre eS Bei Anwendung auf praktische Probleme des Warmeiiberganges und der Diffusion 
--—s ergeben sich Schwierigkeiten dadurch, da8 die bei unseren bisherigen Betrachtungen 

_—s vorausgesetzte Konstanz der Stoffwerte sehr haufig nicht zutrifft, denn die meisten 
as Stoffwerte hingen von der Temperatur ab und dani sind Strémungs- und Temperatur- 
3 __ feld voneinander nicht mehr unabhingig. Eine ahnliche Schwierigkeit tritt auf dem 
Be Gebiet der Warmeiibertragung auf: Bae? konstante Stoffwerte lassen sich auf Grund 


“i <a ° H. Blasius: Grenzschichten in Fhissigkeiten mit Kleiner Reibung. Z. Math. Physik 56, 
om 4 od (1908). 


—— 4 W.Tollmien in Wien-Harms: Handbuch der Experimentalphysik, Bd. IV, 1. Teil. 
-. 1931. 
5 8. Goldstein: Modern Developments in Riaid, Dynamics, 2 Bde. Oxford. 1938. 


. eT Bild 
Man kann daher wiederum xa gegen Oy? vernachlissigen ; ferner beschrinken wir 


uns auf stationiire Temperaturfelder 4 = 0}. a 
we 7 Mit den erwihnten Vernachliissigungen. bt + 
ioe 8 E. Pohlhausen: Der Wiarmeaustausch zwischen festen Keser und Fhissigkeiten mit 
ees | _ kleiner Reibung und kleiner pies ent Z. angew. Math. Mechan. 1, 115 (1921). 
Ba 9 Pr ist die Prandtlsche Zahl ” und f dureh (5) definiert. 
ra . ; 


Nu =F (Re, rr, b ee is ‘ (9) 
Nu ist die dimensionslose Warmeiibergangszahl ~~ he os 4 usw. sind die die geometri- 


schen Ahnlichkeitsverhiltnisse festlegenden Proportionen und d eine charakteristische 


Lange des Problems. Es erhebt sich die Frage, ob die Veranderlichkeit der Stoffwerte. 


nicht dadurch beriicksichtigt werden kann, daB man in (9) die Stoffwerte bei einer 
passend gewahlten Temperatur einsetzt, so daB sich alle Messungen wiederum ein- 
heitlich durch (9) darstellen lassen. 

Bei Diffusionsproblemen kann die Dichte von der Konzentration abhangen, wenn 
es sich um hdhere Konzentrationen und Stoffe verschiedener Dichte handelt; dies 
entspricht verinderlichen Stoffwerten bei Temperaturproblemen. Es kann aber 
auch etwas Neues auftreten: bei starkeren Konzentrationen verschwindet die Quer- 
geschwindigkeit v (0) an der Wand nicht mehr, worauf bereits Nusselt!° hingewiesen 
hat. Wenn Fliissigkeit von einer benetzten Wand dadurch verdunstet, daB ein Gas 
entlang dieser Wand strémt, so gelangt stindig Substanz in das Strémungsfeld und 
man erhalt daher v (0) > 0. Kondensiert Dampf an einer Wand oder wird ein Gas 
an derselben durch eine chemische Reaktion gebunden (z. B. ammoniakhaltige Luft 

' tiber mit Salzsiure getranktes FlieBpapier), so ist v (0) <0. 

Uber laminare Grenzschichtstrémungen an der langsangestromten ebenen Platte 
mit veranderlichen Stoffwerten liegen bisher zwei Arbeiten von L. Crocco" und von 
v. Karman und Tsien” vor. In beiden Arbeiten werden die Differentialgleichungen 
durch Ubergang zu neuen Veranderlichen in eine von der bei sonst tiblichen Grenz- 
schichtrechnungen abweichende Form gebracht. Crocco erhalt zwei simultane Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung und lést diese fiir ein Gas mit der Prandtl-Zahl 
0°725 (Luft). v. Karman und Tsien behandeln den speziellen Fall Pr = 1 und haben 
nur eine Differentialgleichung zu lésen, da dann das Temperaturfeld in einfacher 
Beziehung zum Geschwindigkeitsfeld steht. 

In der vorliegenden Arbeit wird zunachst eine im Schrifttum wenig beachtete 


7 Lésungsmethode fiir die Stroémung an der ebenen Platte bei konstanten Stoffwerten 


in Erinnerung gebracht, die von Piercy und Preston" vorgeschlagen wurde und die 
von E. Pohlhausen mitgeteilte Formel (8) beniitzt. Weiter wird gezeigt, wie man 


mit Hilfe dieser Methode auf iibersichtliche und verhaltnismafig einfache Art die | 


Grenzschichtstrémung an der ebenen Platte bei veranderlichen Stoffwerten berechnen 
und bei Diffusionsproblemen auch die endliche Quergeschwindigkeit an der Wand 
beriicksichtigen kann. 

Wir beschranken uns hier auf laminare Grenzschichten, da der entsprechende 
turbulente Fall einer rechnerischen Behandlung bedeutend schwerer zuganglich ist. 
Laminare Grenzschichten treten an umstromten Kérpern in der Nahe des Staupunktes 
auf und erstrecken sich von hier aus iiber einen um so gréBeren Bereich des Kérpers, 
je kleiner die Reynoldssche Zahl ist, vorausgesetzt, daB keine Ablésung der Stromung 
vom Kérper eintritt. Derartige Verhaltnisse treten besonders bei Strémung zaher 


o 
10 W. Nusselt: Warmetibergang, Diffusion und Verdunstung. Z. angew. Math. Mechan. 10, 


105 (1930). 
11 [,, Crocco: Sullo strato limite laminare nei gas lungo una parete piana. Rend. Cire. 


Math. Palermo 63 (1940/41). 


12 Th. vy. Karman and H.S. cave: Boundary Layer in Compressible Fluids. J. aeronaut. 


Sci. 5, No. 6, 227 (1938). 
13 N. A.V. Piercy and J. H. Preston: A Simple Solution of the Flat Plate Problem of 


Skin Friction and Heat Transfer. Philos. Mag. J. Sci. (7), 21, 995 (1936). 


ret 


_ Flissigkeiten sat [ome dort, wo es sich Ware sehr kleine 1 


(z. B. die Teilchen bei Kohlenstaubfeuerung) und bei Diffusionsproblemen, wo oft 
nur kleine Geschwindigkeiten auftreten. In erster Linie werden in dieser Arbeit 
grundsatzliche Aufschliisse angestrebt, wahrend praktische Anwendungen eventuell 
einer spateren Arbeit vorbehalten bleiben. - 


Tin Losung :der Cisne dohicnieteremrs fiir veranderliche. Stoffwerte. — 


Die Grenzschichtgleichungen fiir Geschwindigkeits- und Temperaturfeld an der | 
ebenen Platte lauten unter Beriicksichtigung veranderlicher Stoffwerte:* 


ou ou a° Ou : Ae 
pak a = 10 
Oh age Oey ~ By (1 a} | a ( ) 
r4) “ 
a ae | (108) 
ot ar oP Ok 
A ae (2 aa , ay) 


Die Bezeichnungen sind dieselben wie in (1), (2) und (7); ee ee wird wiederum 
von der Reibungswarme abgesehen. 

Bei konstanten Stoffwerten lassen sich (10) und (11) auf eine gewohnliche Diffe- — 
rentialgleichung zurtickfthren [s. Einleitung und. Gl. (3) bis (6)] unter der Annahme, 
da8 wund 7 eine Funktion lediglich der einen (dimensionslosen) Koordinate & = 4 — 
sind. Da die Stoffwerte nur von der Temperatur abhingen, ist der Gedanke nahe- 
liegend, daf dieselbe Vereinfachung auch bei veranderlichen Stoffwerten médglich 
ist. Wir setzen  . ~ 
T— Ty U : 

Te Oe ee = 0 (8) ee ae (12) 
wobei U die Geschwindigkeit am Rande der Grenzschicht, 7, und 7, die Wand- 
temperatur bzw. die Temperatur am Aufenrande der Grenzschicht ist. Die GréBe »;, 
in der Dimensionslosen € bedeutet die kinematische Zahigkeit bei der festen Tem- 
peratur 7',, fiir die zweckmaBigerweise die Wandtemperatur (k = 0) oder die Tem-— 
| peratur am AuBenrande der Grenzschicht (k = 1) gewahlt wird. Die Randbedingungen 
fiir Str6émungs- und Temperaturfeld lauten: 


y = 0, é= 0, a= 0, @ = 0; 
Y= 06, SS co. Oa Oak 


\ 
~ 


(13) 


Wir setzen ferner, wobei der Index & den Stoffwert bei der Temperatur T,, bezeichnet : 


a | | 
ren a (14) 


Die spezifische Warme c, wird als konstant angesehen, was fiir die meisten Gase 


und Flissigkeiten ae Zunichst erhalt man aus (10a) 


; ie ay (owe—,\" oud); We (iS) 
damit ergibt sich aus (10) durch Einfithrung von (14) und (15) in einer fiir die weitere 
Rechnung zweckmaBigen Form: 


d dwo\ _ dw \ f ja é } 
a(ee)=—(r ae) gs f= 2,) cod ae 
Aus (16) 148t sich folgender Ausdruck fiir @ ableiten, wenn (16) als Differential- 


» 


, tie se 


Ey glei chung f fiir die Grofe | oe a re ferner f voriibergehend als eine bekannte Fanktion 
von & angesehen wird: 


_einfache Quadratur méglich ist, stoBt die 


be sy i 
anges U nd d d ler Diffusi on n bei ETP ONEe: 351 


al (8) AR Bae 
Gees on 


eae Prd &, (17) 
Dabei ist iiber die Integrationskonstante bereits unter Beachtung der Randbedin- 


gung (13) poser. Ebenso erhalt man fiir die dimensionslose Temperatur @ den 
Ausdruck 


er ep. Pl cones (ah 
Sa Tea) Ky=,\ ee Pal 2" dé, (18) 


6 v c 
wobei Pr, = a = sre > die Pr-Zahl mit den Stoffwerten bei der Temperatur 7’, ist. 


Fir konstante Stoffwerte Oo = gt tose 1) sind Geschwindigkeifs- und Tem- 
peraturfeld voneinander unabhiingig und wir erhalten aus (18) die bei E. Pohlhausen’ 


-angegebene Lésung fiir das Temperaturfeld 


[s. Gl. (8)], acinbae fiir Pr = 1 (» = a) eine 
Integralgleichung fiir das Geschwindigkeits- 
feld darstellt, wie sich durch Vergleich von 
(17) und (18) ergibt. Wahrend bei bekann- 
tem Giathivindiskeliafold die Lésung fir 
das Temperaturfeld nach (8) ‘oder (18) gurab 


Berechnung des Geschwindigkeitsfeldes zu- 
nachst auf die Schwierigkeit, dafs in (17) 
die noch unbekannte Geschwindigkeit auf 
der rechten Seite in dem Ausdruck fiir f 
vorkommt. Bei dem Lésungsverfahren von 
Piercy und Preston geht man von einer 
beliebigen Naherung fiir @ aus und berech- 


Abb. 1. Die einzelnen Naherungen bei Be- 
rechnung der Geschwindigkeitsverteilung .an 


Sg 


net mit dieser f nach (16) und damit J der ebenen Platte nach: der Methode von : 


(€) nach (17), wobei wir uns daran er- Preston und Piercy (konstante Stoffwerte). 
innern, daf konstante Stoffwerte voraus- 

gesetzt sind, also gp = o = y = 1 ist. Man erhilt so einen verbesserten Wert von , 
welcher Ausgangspunkt fiir einen neuen Rechenschritt ist usw. In Abb. 1 sind die 
einzelnen Schritte dieses Naherungsverfahrens eingezeichnet. Als Ausgangslésung © 
wurde die absichtlich rohe Naherung w = 1 tiber die ganze Grenzschicht gewahlt; 
die zugehorige erste Naherung w” ist durch das Fehlerintegral gegeben. Schon nach 
der dritten Naherung zeigte die Schubspannung an der Wand nur mehr 4°5% Ab- 
weichung vom exakten Wert. Statt den ProzeS mechanisch fortzusetzen, wurde die 
zu erwartende endgiiltige Lésung aus dem Verlauf der bisher berechneten Naherungen 
abgeschatzt und als Grundlage fiir den folgenden Naherungsschritt beniitzt; damit 


ergab sich die Lésung w mit nur mehr 1/,% Fehler in der Schubspannung. 


Bei diesem Loésungsverfahren la8t sich die Verbesserung, welche durch ati 
Naherungsschritt oe wird, groBenordnungsmiBig abschatzen: Die Gl. (17) und (18) 
sind fiir konstante Stoffwerte und Pr = 1 identisch. Wir nehmen an, wir hatten eine 


Naherungslisung w™ derart, daB die zugehérige -Koordinate sich um einen konstanten _ 


Faktor x von der £-Koordinate der exakten Lésung w unterscheidet ; dann ist offenbar 
auch (f) = x f# und aus einem Vergleich von (17) und (18) ergibt sich, dali der EinfluB 
des Faktors x ebenso groB wie der der GréBe Pr beim Temperatarfeld ist. E. Pohl- 
hausen® hat auf Grund seiner numerischen Rechnungen gefunden, daB die Warme- 


iibergangszahl proportional //Pr ist; mithin ist die Schubspannung an der Wand 


— Se 


bei der aban erwahnten Methode ne sane Schritt nur mit w unge é 


Fehlers des vorhergehenden behaftet. : 
Bei veranderlichen Stoffwerten lassen sich die eben erlauterten Lésungsschritte | 


_,,mathematischer Art‘ mit folgenden Schritten , physikalischer Art“ vereinen: 


1. Schritt; Als Ausgangspunkt werden die bekannten Lésungen fiir konstante 


_ Stoffwerte angenommen. 


a) Fir das Geschwindigkeitsprofil die Lésung von Blasius.? : ey 

b) Fir das Temperaturfeld die Lésung von KE. Pohlhausen.® 

2. Schritt: a) Berechnung des Geschwindigkeitsprofils nach (17), wobei der 
Temperaturverinderlichkeit der Stoffwerte das Temperaturprofil nach Schritt 1 b— 


j _ zugrundegelegt ist. 


b) Berechnung des Temperaturfeldes nach (18) mit dem Geschwindigkeitsprofil 


nach Schritt 2 a; Abhangigkeit der Stoffwerte von der Temperatur wie in Schritt 2 a. 


Das oe ste wird wiederholt, bis die endgiiltige Losung hinreichend genau 
erreicht ‘ist, wozu im allgemeinen drei bis vier Schritte genugen. __ 

Zunachst einige allgemeine Ausfiihrungen beztiglich des Einflusses der Temperatur- 
veranderlichkeit der Stoffwerte: Vom Stroémungs- oder Temperaturfeld interessieren 
hauptsichlich einzelné Werte, wie z. B. der Geschwindigkeitsgradient an der Wand 


(zur Berechnung der Wandschubspannung) oder die Warmetibergangszahl; es ist 


naheliegend, der Temperaturveranderlichkeit der Stoffwerte dadurch Rechnung zu 


- tragen, daf man in die ,,isothermen“ Formeln (d. h. die Formeln fiir konstante Stoff- 


werte) die Stoffwerte bei einer passend gewahlten Temperatur einsetzt. Wahlen wir 
die Temperatur an einem von beiden Randern der Grenzschicht als Bezugstemperatur 
fiir die isotherme Strémung, so ergibt sich auf Grund physikalischer Anschauungen ~ 
ebenso wie auf Grund der Formeln, da’ innerhalb der Grenzschicht eine Zunahme 
der Zahigkeit oder der Dichte gegentiber den Randwerten eine Widerstandsvermehrung 
verglichen mit der isothermen Strémung zur Folge hat; ahnlich bewirkt eine Zunahme 
der Wiarmeleitfahigkeit und der Dichte eine erhéhte Warmeabgabe. Wie grof aber 
des EinfluB der Veranderlichkeit der einzelnen Stoffwerte ist, hangt vom Verhiltnis 
der Grenzschichtdicken des Temperatur- und Geschwindigkeitsfeldes ab. 

Es mége dies an folgendem Fall erlautert werden, der auch praktische Bedeutung 


besitzt: die Temperaturgrenzschicht wird als sehr klein gegeniiber der Strémungs- 


grenzschicht angenommen, was bei grofen Pr-Zahlen (zahe Fliissigkeiten) der Fall 


ist. Dann kann offenbar von der Anderung der Stoffwerte innerhalb der thermischen 


Grenzschicht fiir die Bestimmung der Schubspannung abgesehen werden und diese 
wird ebenso verlaufen, als ob sich die Temperatur am AuSenrande der Grenzschicht — 
bis an die Wand erstreckt. Dasselbe gilt auch fiir das Geschwindigkeitsprofil, jedoch 
mit Ausnahme des kleinen Gebietes innerhalb der thermisthen Grenzschicht, wo sich 
das Geschwindigkeitsprofil der Zaihigkeitsinderung entsprechend verformt. Fiir das 
Temperaturprofil ist aber gerade dieses Gebiet maBgebend. Fiir den Geschwindigkeits- 


_ gradienten an der Wand erhalt man aus der Gleichheit der Schubspannung: 


au) oy ( a 2 a 
( \, = ie [Vey oe fiir Pr: 0°, (19) 
wobei der Index 71 die ,,isotherme‘‘ Strémung mit den Stoffwerten bei der Tem- 
peratur 7’, bedeutet. Die Veranderlichkeit der Dichte ist in diesem Fall fiir das 
Serdmuvieatotd ohne EHinflu8. Dies laBt sich auch mathematisch aus den Formeln ee 


und (18) herleiten. Die Verhiltnisse beim Temperaturfeld werden an Hand der beiden 
Beispiele im nachsten Abschnitt besprochen. 


u Nach E. Pohlhausen ist das Verhiiltnis beider proportional ee 
dese 


Y ee 
> 


+ 


ae : turfeld bei zihen Flissigkeiten. 
_ Den Eigenschaften der Stoffwerte zibher Fliissigkeiten entsprechend, wurden 


Geschwindigkeits- und Temperaturfeld unter der Annahme berechnet, dai lediglich 
die Zahigkeit sich mit der Temperatur andern soll, und zwar nach folgender Formel: 


ungs- und Tempera 


cd | Mee fee e\ 
; | bi = (aa = (20) 


_wo 6 und 7’, Konstante sind, welche so gewihlt werden, daB die Temperaturabhangig- 


keit méglichst gut wiedergegeben wird. Der Index k soll die Werte 0 oder 1 besitzen, 


Abb. 2: Geschwindigkeits- und Temperaturverteilung an einer beheizten Platte bei verander- 


licher Zahigkeit. Zahigkeitsexponent b = 3. (@)9, (O)o bzw. (@);, (@), ,,isotherme’ Geschwindig- 
keits- und Temperaturverteilungen; ») bzw. », kinematische Zaihigkeit bei der Wandtemperatur _ 


T, bzw. der Temperatur 7, am AuBenrande der Grenzschicht. 
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Abb. 3. Geschwindigkeits- und Temperaturverteilung an der gekiihlten Platte. Bezeichnungen 
nach Abb. 2. 


je nach der Wahl der Stoffwerte in der Dimensionslosen ¢. Es wurde 6 = 3 gewahlt 
(z. B. zihes Schmierél) und die beiden Falle einer beheizten und gekiihlten Platte 
mit “° = = bzw. 8 und Pr, = 12°5 bzw. 100 berechnet; es handelt sich also um zwei 


Beispiele mit derselben Flissigkeit und gleich groBen Temperaturdifferenzen, da in 
beiden Fallen Pr jeweils mit den Stoffwerten der Wandtemperatur gebildet ist. Wenn 
als Bezugstemperatur 7’, gewahlt wird, erhalt man aus (20) 


= Paes 1 8 (21) 
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der Diffusion bei Laminarstrémung. 353 


ian 


Dad Ringe Bis der echeunpor eee dem FOnmICeW Ler Vertahr 2s vorhergehe 


Abschnittes ist aus Abb. 2 und 3 zu sehen. In beiden Abbildungen. aa die dimensions- — 


losen Wandabstiinde &, und &,, welche ant fo und pm, gebildet sind, im MaBstab 1: See 


(Abb. 2) bzw. //s : 1 (Abb. 3) auf der Abszisse aufgetragen, so daB jedem Wand- 
abstand y nur ein Punkt auf ie Abszisse entspricht, gleichgiiltig, ob man diesen mittels 
der Bezifferung fiir £, oder ¢, aufsucht. In beiden Abbildungen entspricht also die 
Lage der Kurven’ zueinander den wirklichen Verhaltnissen. Neben der Lésung , 
zu deren Berechnung drei Schritte nétig waren, sind noch die isothermen Geschwindig- 
keitsprofile (w), bzw. (), bei konstanten Stoffwerten bei den Temperaturen 75 
bzw. Z', tiber den dimensionslosen Koordinaten &) bzw. £, aufgetragen. Bei den 
,,isothermen‘‘ Temperaturprofilen (9), und (9), wurden auch die Pr-Zahlen bei den 
Temperaturen 7’, bzw. 7’, eingesetzt, z. B. ist in Abb. 2 Pry = 12°5 und Pr, = 100. 


In der folgenden Zusammenstellung bedeuten 9 und « die. Schubspannung an der — 


Wand und die Warmeiibergangszahl [« = a(e 4 BE (T)); und («)9 sind die ent- 


sprechenden Werte bei isothermer Str6mung mit ‘der Zahigkeit bei der Ponies a 
bzw. y Analoges gilt fiir (t))) und (a). 


% 


Tarbes 
ee to ti _« | te | (do) | (40 
| A | Ea | (To)1 | (oo | (&)o” | (2)y | ( d&q 0 ( d&q 5 
Beheizte Wand . 0°125 12°5 0-841 2°38 120) as TO 1°58 1°84 
Gekithlte Wand. 8°000 100°0 1:08 0°382 ~ 0°98 0°694 0°255 - 301 


_ Obwohl in diesen Fallen die thermische Grenzschichtdicke keineswegs sehr klein 
gegentiber der Strémungsgrenzschicht ist, kann die Schubspannung doch gut durch 


die isotherme Formel mit der Zahigkeit bei der Temperatur 7’, berechnet werden;* 


die Voraussetzungen zu Gl. (19) sind also fiir Pr > 10 gegeben. 
Verwickelter liegen die Verhaltnisse bei der a ee ee aus (8) folgt, 


daB die Warmetibergangszahl « prop. g (Pr) Ve >g? Wobei nach KE. Pohlhausen® 


g = 0°664 //Pr mit groBer Genauigkeit gilt. Unter Beachtung von Pr = — ~ folgt, 

daB die Warmeitibergangszahl umgekehrt proportional der 6. Wurzel aus “len Zahig- 

keit ist. Also erhalt man fiir das Verhaltnis der Warmeiibergangszahlen («) 9 und («),: 

: 1 

(%)o __ a ie 

(o)1 Mo ; 22) 
EKinen weiteren Anhaltspunkt fiir die Warmeiibergangszahl liefert der Ge- 

schwindigkeitsgradient an der Wand; aus der Formel (19) tad unter Beachtung von (12) 


_folgt, wenn die Indizes an der eckigen Klammer 70 bzw. 71 isotherme Strémung 


bei der Temperatur 7') bzw. 7’, bedeuten: * 


(=) (=) 
OY Jo > Bas ay |o My 


Ciescicec 


auch diese Beziehungen finden sich in den Abb. 2 und 3 bestatigt. 
Fiir die Warmet betgangezahl « lassen sich offenbar mit diesen Formeln Grenzen 
angeben., (s. auch Abb. 2 und 3), die in Vielfachen der Warmeiibergangszahl (x) 


16 §. die Spalte 


e a in Tab. 1 und vergleiche sie mit der Spalte fiir 


T) 
(To)o” 


~ 


ee a eee 


— 


— 
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ausgedriickt werden sollen. Die eine ist durch (x), — / & (a), [nach GE (24) 


gegeben, denn das Geschwindigkeitsprofil (w), ergibt an allen Stellen héhere Ge- 


schwindigkeiten bei gekiihlter und tiefere Geschwindigkeiten bei beheizter Wand. 
Die andere Grenze ist durch ein Geschwindigkeitsprofil von isothermer Form gegeben, 
bei welcher der AbszissenmaSstab durch einen Faktor x so gedindert wird, da sein 
Gradient an der Wand mit dem der tatsichlichen Geschwindigkeitsverteilung iiber- 
einstimmt; da die oben erwihnte Grenze fiir die Warmeiibergangszahl durch einen 
Faktor mal («)) ausgedriickt werden soll, so ist x aus dem Verhaltnis des wahren 


_ Geschwindigkeitsgradienten zu dem bei der Temperatur 7’, zu berechnen [zweiter 


Teil der Gl. (23)]. Aus der Bemerkung tiber die Konvergenz des Lisungsverfahrens 
in Abschnitt IT folgt dann, daB die Warmeiibergangszahl proportional Vx ist und 
; PY Cly ance = t 
wir erhalten fiir den Grenzwert es (~)o. Zusammengefaft erhalt man fiir die 


Grenzen der Warmeiibergangszahl, wenn sich lediglich die Zahigkeit andert: 


6 
ue 
V oa (x)o So = oa (os (24) 


-wobei die oberen Zeichen fiir beheizte, die unteren fiir gekiihlte Wand gelten. Somit 


kommt in Ubereinstimmung mit den speziellen Beispielen in Tab. 1 die Warmeiiber- 
gangszahl («)) der wahren Warmeiibergangszahl « am nichsten. 

Naherungsweise ergibt sich also fiir zihe Fliissigkeiten (Pr > 10), fiir die in 
erster Linie die Veranderlichkeit der Zahigkeit zu beriicksichtigen ist, folgende Regel: 
Die Stoffwerte sind bei Berechnung des Widerstandes auf die Temperatur am AuBen- 
rande der Grenzschicht, beim Warmeiibergang auf die Wandtemperatur zu beziehen. 


IV. Strémungs- und Temperaturfeld fiir Pr =0°7 (Luft) bei Temperatur- = 


veranderlichkeit samtlicher Stoffwerte. 


Im Temperaturbereich — 50° bis 140° C lassen sich die Stoffwerte der Luft durch 
folgende Formeln darstellen: . 


es Ke perro eee Rete Goa K. porBe 
wobei 7’ die Temperatur in absoluten Graden ist. Mit 
dig ais 
sera NF 
erhalt man 
aie # =9=+00—6)" 
1 


und ahnliche Ausdriicke fiir o und x. 
Die Rechnung nach der in Abschnitt II angegebenen Methode wurde fiir eine 


geheizte Platte und die Werte 3 = e und > durchgefiihrt und ergaben im Ge- 


schwindigkeits- und Temperaturfeld nur maBige Abweichungen von der Form bei 
isothermer Strémung (Tab. 2). Zur Untersuchung der Verhaltnisse bei hoheren 
Temperaturunterschieden wurde der Fall 7, = 20 und 7’, = 620°C gerechnet. Die 
Geschwindigkeits- und Temperaturfelder zeigen nach Abb. 4 bereits betrachtliche 
Abweichungen von der Form bei konstanten Stoffwerten. &) bzw. &, sind wieder 
mit den Stoffwerten bei den Temperaturen 7’, baw. 7’, gebildet. Fiir beide Felder 


ergibt sich eine erhebliche Zunahme der Grenzschichtdicke; trotzdem zeigen Wand-- 


schubspannung und Warmeiibergangszahl nur geringe Abweichungen von den Werten 
fiir konstante Stoffwerte, wobei es gleichgiiltig ist, ob diese auf die Temperatur an 
der Wand oder am Aufenrande der Grenzschicht bezogen wird. Dies erklart sich 


Pr el ag des Vi 1 ffi sion b Laminarstrémung. DBA ie 


daraus, dak bei batt quethalb der Grenzschicht die Zu 


-wie die Zahigkeit. — -- WG «. 


/ 


nehmender Temperatur im Sinne einer Widerstandsvermehrung, bna 
Dichte im Sinne einer Widerstandsverminderung wirken und sich beide E 
bei Pr = 0:7, wo thermische und Stromungsgrenzschichtdicke ungefahr gleich groB 


sind, praktisch aufgeben. Fast ebenso liegen die Verhaltnisse beim Temperaturfeld, 


weil die Warmeleitfahigkeit eine ahnliche Abhangigkeit von der Temperatur besitzt_ 


Abb. 4. Geschwindigkeits- und Temperaturverteilung an einer beheizten Platte fir Pr = 0°7 


(Luft); simtliche Stoffwerte temperaturveranderlich. 
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In ahnlicher Weise kann man die Reibungswiarme beriicksichtigen, in (11) tritt 


_ dann auf der rechten Seite ein Glied yu (=) hinzu und man erhalt als Lé#tng: 


9 = +52) 4) —B (8, 


(co 
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Auch hier 148t sich das Iterationsverfahren durchfiihren, wenn auch die Reacher 
arbeit etwas gréBer ist. Fiir konstante Stoffwerte reduziert sich (25) auf die von 
KE. Eckert!® angegebene Liésung. Durch passende Anderung der Integrations- 


infliisse 


‘zs 


a 


*¢ E. Eckert und 0. Drewitz: Der Warmeiibergang an eine mit groBer Geschwindigkeit | 


lings angestrémte Platte. Forsch. Gebiete Ingenieurwes. 11, 116 (1940). 


onst 1aBt sich auch das Thermometerproblem (verschwindender Teme 07 
peraturgradient an der Wand) losen. ! : 
____ Im Hinblick auf die von Crocco fiir ein Gas mit Pr = 0°725 bereits durchgefiihrten 

_ Rechnungen wurde darauf verzichtet, nach der neuen Methode Zahlenbeispiele 
- durchzurechnen. 


V. Anwendung auf ein Diffusionsproblem. ' 


In derselben Weise wie das Temperaturfeld 1i8t sich beim Diffusionsproblem ee 
an der ebenen Platte auch das Konzentrationsfeld berechnen.!’, 18. Die Differential- = 
_  gleichung lautet: aS 
de de ee 3 ae 
| U a. ) ey = k “aye? : (26) a zy 
; - wobei & die Diffusionszahl und ¢ die Konzentration ist, welche als Menge des Gases ee a 
bzw. Dampfes in der Volumeinheit definiert ist. Wir wollen hier die Stoffwerte als ages, Se 


konstant ansehen, insbesondere annehmen, daB die Dichten der beiden gegeneinander 
diffundierenden Substanzen im ganzen Strémungsfeld ann&hernd gleich groB sind; ou 
dagegen soll beriicksichtigt werden, daB bei stirkeren Konzentrationen die Geschwin- 
digkeit v an der Wand nicht mehr verschwindet, worauf bereits Nusselt!© hingewiesen 
hat. Wenn Fliissigkeit von einer Wand verdunstet, etwa dadurch, daB ein Gas, z. Bee 
Luft, entlang einer benetzten Wand strdémt, so gelangt standig Substanz in die Str6- 
mung; man erhalt daher an der Wand v (0) > 0. Wenn anderseits aus einem Dampf- ; 
Gas-Gemisch der Dampf an der Wand kondensiert, oder wenn z. B. ammoniakia.tige 
Luft tiber ein mit Salzsiure getranktes FlieBpapier strémt, erhalt man v(0) <0. : 


Die Randbedingung fiir v lautet nach den Gl. (100) und (101) nach Nusselt :1° e as 
_t (3) t= 00), (27) ; 
; SE As Ba eam eS pe 


Po : , a * 
wobei c die Konzentration des Gases bzw. Dampfes, fiir welchen die Wand durch- 
lassig ist, cy die entsprechende Konzentration an der Wand, p, der zugehorige Partial- 
druck und p der gesamte Druck ist. 

Fiir das Geschwindigkeitsprofil erhalt man nun wegen v (0) + 0 nicht mehr die 
‘Lésung von Blasius? (s. Abb. 1), sondern eine Schar von Profilen, je nach dem Wert Re 
von v(0). Durch Einfiihrung der Anstrémgeschwindigkeit U und der Dimensions- : é 
losen & erhalten wir: ; 


v re rk nr ae (2) / De eee Sra os : 2 ae 
(F), witcwe Ee (2 —1) NE JOY vw’ 6, — 65" (28) > ers 
a | a 
wobei c, und c, die Konzentrationen an der Wand und am AufSenrande der Grenz- me 
schicht sind. Wir erhalten ahnlich’ fA iis: a; 
, ae M In 6, =e do a 
Vv : 4; pone 1 0 . . 4 
Beha) Maree (al oa 
4 6) \—— — 1 ber 
: : 0 =2 
‘wir schreiben zunachst die Lésung fir das Konzentrationsfeld an, welche analog (18) ee 


lautet: 


1” E. Eckert hat tber eine Lésung dieses Problems auf der Tagung des VDI-Ausschusses 
fiir Wirmeforschung 1943 in Bayreuth berichtet, wobei ein Naherungsverfahren 4hnlich der 
Methode von K. Pohlhausen fir die Stromungsgrenzschicht zur Anwendung kam. 

18 Fine Abschitzung fir das vorliegende Problem wurde von G. Damkéhler: Z. Elektrochem. 
178 (1942) gegeben. 
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wobei = eine der Pr-Zahl analoge GroBe ist. Um die Geschwindigkeit es ae zu 


erhalten, brauchen wir nur in (30) ie = 1 zu setzen. Die Berechnung der Geschwin- 
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’ Abb. 5. Geschwindigkeitsfeld bei Diffusion mit héheren Konzentrationen, wobei endliche Quer- F 
geschwindigkeiten an der Wand auftreten [s. auch Text zu Gl. (26) bis (28)]. 


ee 


Abb. 6. Konzentrationsverteilung zu Abb. 5. 


digkeits- und Konzentrationsfelder erfolgt durch ein Iterationsverfahren ahnlich 
dem in Kapitel II. ) ees 
In M steckt der Konzentrationsgradient an der Wand; man kann jedoch (30) 
zunachst fiir beliebige M-Werte lésen und mit Hilfe des aus der Losung erhaltenen — 
Wertes : fiir (FF), die GroBe N = — ed Fo ausrechnen. Die Geschwin- ~ 


- 4 Co ASE Hy 


ee 


ease f Po. 
digkeits- und Konzentrationsfelder fiir die gerechneten M- bzw. N-Werte sind aus 
den Abb. 5 und 6, der Konzentrationsgradient an der Wand aus Abb. 7 ersichtlich. 
M > 0 bedeutet Verdunstung von der Platte, M <0 Kondensation bzw. Absorption — | 
F \ 


an der Platte; fiir die GréBe ¥ wurde der Wert 0°6 gewahlt, welcher mit guter An- 
_naherung fiir die Diffusion von Wasserdampf und Ammoniak in Luft gilt1® Genau 
19 Nach Ten Bosch: Die Warmeibertragung, S. 189 und 257. Berlin. 1936. . : | 


-genommen, ist bel den vorausgesetzten hdheren Konzentrationen die Dichte und 
Bis Zahigkeit des Gemisches der beiden Stoffe von der Konzentration und die Diffusions- _ ao 
zahl von der Temperatur abhangig. Mit Hilfe der geschilderten Methode kénnen oa 
auch derartige Falle berechnet werden. Findet neben der Diffusion auch noch ein ep 
_ Warmeiibergang statt, so kann die Lésung fiir das Konzentrationsfeld mit gutter. es 
_Naherung auch auf das Temperaturfeld angewandt werden. Ebenso la&t sich aus Ree 
der Lésung fiir das Konzentrationsfeld auch auf den Warmeiibergang schlieBen, “s ib, Me 
wenn an der Platte Luft, z. B. durch eine pordse Wand, ausgeblasen oder abgesaugt iL a 
wird mit Quergeschwindigkeiten an der Wand entsprechend Gl. (28). ais 


j | a, 
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Abb. 7. Konzentrationsgradient an der Wand und Gré8e M in Abhangigkeit von NV (zu Abb. 6). 


i Be Zusammenfassung. 


In Anlehnung an die Lésung von E. Pohlhausen fiir das laminare Temperaturfeld 
an der langsangestrémten ebenen Platte werden Formeln angegeben, welche es ge- _ 
statten, mit Hilfe einer Integralgleichung und eines auf dieser fuBenden Iterations- * | 
verfahrens Geschwindigkeits- und Temperaturfeld fiir veranderliche Stoffwerte zu = 
berechnen. Es wurden damit folgende Falle gelést: Unter der Annahme, daB sich se 
lediglich die Zahigkeit mit der Temperatur andert und die tibrigen Stoffwerte konstant 
bleiben, wurden fiir die Pr-Zahl-12°5 und 100 (zahe Fliissigkeiten) bei beheizter bzw. 
gekiihlter Platte Geschwindigkeits- und Temperaturfeld berechnet. Eine- nahere 

’ Untersuchung dieser beiden Falle ergab allgemeine GesetzmafSigkeiten. Fiir ein Gas 
der Pr-Zahl 0-7 (Luft) wurden die Rechnungen unter der Annahme durchgefiihrt, 
da8 sich simtliche Stoffwerte mit der Temperatur andern und die Geschwindigkeiten 
nicht zu gro8 sind, so daf& von der Reibungswarme abgesehen werden kann. Es ergab — 
sich eine Verdickung der Grenzschichten, jedoch ohne wesentliche .Anderung in der 


Schubspannung und Warmeiibergangszahl gegeniiber den Werten, die mit den Formeln ~ By 
fiir konstante Stoffwerte berechnet wurden. Es haben namlich die Kinfliisse von aes 
Dichte und Zahigkeit bzw. Dichte und Warmeleitfahigkeit bei Geschwindigkeits- 1S 
und Temperaturfeld in bezug auf Wandschubspannung und Warmeiibergangszahl Se 
entgegengesetzte. Wirkung und heben sich nahezu auf. Formeln, welche auch die es 
durch Reibung erzeugte Warmemenge beriicksichtigen, wurden angegeben, aber = 
von der Durchfiihrung der dazugehérigen Rechnungen in Hinblick auf die bereits tier 1 
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in seinem Buche ,,Druckverteilung im Baugrund® fiir den Spannungszustand im 


_von der Spannungsverteilung im elastisch-isotropen Halbraum aus. Die Tatsache, 


untersucht, welches in horizontaler und vertikaler Richtung voneinander abweichende 


Saree Regebuigs ae ‘Avboi6 von Ceacce! abgesehe 
Losungsmethoden wurden schlieBlich auch auf den Fall der Diffusio 


andern. 
( Bingegangen ¢ am 3. Dezember 1946.) 


Die Druckausbreitung i in einer Halbscheibe bei mit der Tiefe 
abnehmendem Elastizitatsmodul. 


Von H. Borowicka, Linz. say 
Mit 2 Textabbildungen. 


Bei der Berechnung der Setzungen von Bauwerken geht man im allgemeinen 


da8B der Elastizitatsmodul in der Natur sehr selten konstant ist, 1iBt es naheliegend 


erscheinen, die Spannungsverteilung im Halbraum bzw. in der Halbscheibe auch fiir _ 


nicht konstante Elastizitaétsmoduln zu untersuchen. 
- Zunachst ist hier eine Arbeit von K. Wolf! zu nennen, in welcher er die Aus- 
breitung der Kraft im Halbraum bzw. in der Halbscheibe bei anisotropem Material 


Elastizitatsmoduln besitzt. Einen weiteren Schritt tat O. K. Fréhlich,? welcher 


Halbraum bei einem mit der Tiefe linear zunehmenden Elastizitatsmodul eine Lésung 
angibt. Der Verfasser? konnte nachweisen, daB die von O. K. Fréhlich auf Grund 


-anderweitiger Uberlegungen gefundene Funktion tatsachlich eine strenge Lésung 


fiir das angegebene Elastizitatsgesetz darstellt, allerdings mit der Einschrankung, 


daB sie nur bei einer Poisson-Zahl von m = 3 giiltig’ ist. Auch fiir den Sonderfall 


m = 2 konnte vom Verfasser eine geschlossene, strenge Lésung angegeben werden. 
In beiden Fallen handelt es sich um einachsige (strahlige) Spannungszustande. Die 


einzige, nicht verschwindende Hauptspannung fallt in die Richtung des Fahrstrahles wu _ 


und lautet (x Tiefe unter der Oberflache des Halbraumes) 


BI Teka 
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2P ie 
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Fiir gréBere Poisson-Zahlen kénnen die Spannungskomponenten als Summen un- 
endlicher Reihen errechnet werden, wobei an dieser Stelle nur auf die beziigliche 
Veréffentlichung im Ingenieur-Archiv verwiesen wird. | 

Nun tritt aber auch ofters der umgekehrte Fall ein, daB namlich der Elastizitiats- 
modul mit der Tiefe nicht zu-, sondern abnimmt. Beispielsweise brauchen wir nur 
an alle jene Falle zu denken, wo die Oberfliche des Bodens kiinstlich verdichtet wurde. 


Abnlich liegen die Verhaltnisse bei der Oberflichenhartung gréBerer Werkstiicke. 


Fir eine elastische Halbscheibe la8t sich nun bei Giiltigkeit des Elastizitatsgesetzes 
os const. 


Material. Z. angew. Math. Mechan. 15, 249 (1935). 
2 O. K. Frohlich: Druckverteilung im Baugrund, 8. 86. Wien. 1934. 
® H. Borowicka: Die Druckausbreitung im Halbraum bei linear zunehmendem Elastizitats- 
modul. Ingenieur-Arch. 14, 75 (1943). 
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angewandt, wo bei starkeren Konzentrationen endliche Quergeschwindigkeiten an 
der Wand auftreten, wodurch sich Geschwindigkeits- und patra erheblich | 
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1K. Wolf: Ausbreitung der Kraft in der Halbebene und im Halbraum bei anisotropem ; 
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_ Funktion gefunden: 


AS a 


iter no oda 361 ae 


Gams ; (2) 


_ Far den ebenen Spannungszustand kénnen die bekannten Zusammenhange 


zwischen den Spannungskomponenten o,, o, und t, den Dehnungen ¢,, ¢, und y 
sowie den Verzerrungskomponenten & und 7 unter Beriicksichtigung der Gl. (2) an- 
geschriehen werden (Abb. 1): 


a0 SES bs penis: ak! i 
ou oy ~ Or R Opt ee 2(m +1) ¢\°* m °)? 
ee Pe ag soe Lame 
é ox ey 2 # Tay? &y — B(m +1) ¢ \°" m 2%) 
0& on A 
= Oy On" ie ahd 


Diese acht Gleichungen vermitteln den Zusammenhang- zwischen den acht unbe- 


kannten Funktionen. Behalt man nur die lotrechte Spannungskomponente Os bei, oa 


so ergibt sich unter Weglassung der Zwi- 
schenrechnung folgende einfache Differen- 
tialgleichung fiir o,: 


| Ado, + 24 ~Ao, = 0. (3). 


a) Einzellast. 


Fir den Fall einer Einzellast wurde als 
Lésung der Ditferentialgleichung (3) folgende 


ee K = are tgs = (4) 


Durch Bildung. der ee Ditto ontial- 
quotienten und durch Einsetzen dieser in 


_ die Differentialgleichung (3) iiberzeugt man AB. 2s 


sich leicht von der Richtigkeit dieser 


_ Lésung. Die Konstante K ist aus der Beaune zu bestimmen, dai ip Summe- 
aller o, in jedem Horizontalschnitt gleich der angreifenden Last P sein mu8. Die 


anderen Spannungskomponenten werden aus den Gleichgewichtsbedingungen be- 


stimmt. Somit erhalten wir: 
. APe 


On =a gp are tg- 
ee es = 
: Oe = T7A ae are tg 7 : (5) 
A Poy 3 
Tie We ite 


Aus den Gl. (5) erkennt man, da8 fiir « = 0 sowohl o, als auch 1 verschwinden, dab 
also am oberen Rand der Halbscheibe auBer der Last P tatsichlich keine weiteren 


- auBeren Krafte angreifen. Weiters erkennt man aus den Gl. (5), da es sich um 


einen einachsigen Spannungszustand handelt. Die nicht verschwindende Haupt- 
SE auny fallt in die Richtung des Fahrstrahles und hat die GroBe 


1 
Oo, = = tea arc tg re (6) 


x : infache asus Als weshalb pie Fall hier Codaots Werden | 
oll Aus Gl. (1) folgt ohne weiteres bei konstanter Poisson-Zahl m (z = ses @) 


Fir die Dehnung e, erhalt man fir y = 


$55) ey Renn § P. ; 
Be ag (Se oy 284 ee - = const. 


b) Gleichlast. ee : 


a ‘Fir eine Gleichlast, welche auf der oberen Berandung der Halbscheibe tiber eine 
me Strecke 2 b verteilt ist (Abb. 2), werden die Spannungskomponenten durch Integration — 


Abb. 2. 


E aus Falla gewonnen. Man erhalt, wenn die Verinderliche mit 9 bezeichnet wird: 


F, 
+b 
| are tgt 2 — = 9 

q 
4 


4p ic te 7 PES x pals 
Gf Bes : are te ——— dyn = - 
a \ er ey 1 


rae 


a 4p a+ | 
F i ree —2); 


;|a : Pe 3 
+b 4 
Y Sra NA Shree 


4p ae x oat 
Cy = —aret es 
: | w Cyan # + (y—aP 


1 —b Se! : 

y—) 5) <p BEG Sey ae Rees, 
Hy pk or + (y.— bo) : er 
ee a Prue | er 


1 x 2p (toy . 
= are t = ———— 
eee rks) es Syn “ Bi ae 2 " a fea 


Mit der Substitution He eo ae 


ee 


‘ 
pew ts Yin 0, P= are tg >, ede * ea 


= —b —— 
y : Po arc tg ———- mE: : 


wee ee a 


worin J (7) folzende Reihe bedeutet: 


yn 


chen Leitungsmechanismus. 


” 


i @—J@), 


72 


oleh LG nee Be . 
ees 2 | 9 ctep dp = 
%2 F 


1 1 2 1 2 
ay 8 (py en aes be Yoo ease 11 
Ole Pr sae? 6615. 42525 * — 1029105 7 


+ 


k 228 2h+1 


Hierin bedeuten B,, die Bernoullischen Zahlen. Somit erhalt man fiir die Spannungs- 
komponenten: ; | | 


4p a+ 
Ge = =) te (G1 — 2); je 
~ 4 + 
Oe =—<} | a (Y1 — G2) + 1 ctg G1 — H2 tg yy + ine 
4 
t=? (r:) —J ()], (7) 


pee a ies eg? ee RT ANON 
CO Pry Cor oop pale aca Pe 


eceat ees uu lene tas sb 41 

i@vates Vo et ey pr ee ae 

Zusammenfassung: Bei Belastung der oberen Berandung einer Halbscheibe durch 
eine Kinzellast bzw. durch eine Gleichlast wird fiir das Elastizitatsgesetz 2 = cone 


eine einfache Lésung fiir den Spannungszustand in der Halbscheibe angegeben. 


(Hingegangen am 20. Jénner 1947.) 


Ein neues Bild des metallischen Leitungsmechanismus. 
Von K. M. Koch, Wien. 
Mit 2 Textabbildungen. 


* 


Man wird aut wenig Widerspruch stoBen, wenn man behauptet, daB eine Theorie | 


des Leitungsmechanismus in Metallen unbefriedigend ist, solange sie die eigenartige 


Erscheinung des Verschwindens des Ohmschen Widerstandes bei Temperaturen _ 
oberhalb des absoluten Nullpunktes — die Supraleitung — nicht zu erklaren imstande 


ist. Unterzieht man aber die zahlreichen Versuche einer theoretischen Deutung 
dieses Phinomens einer kritischen Uberpriifung, so zeigt es sich, daB eigentlich fast 
alle von der Tendenz ausgehen, die Theorie des normalen Leitungsvorganges durch 
Zusatzannahmen zu erganzen, wobei es sich meistens sehr schwer entscheiden 1aBt, 
ob in diesen nicht verborgene Zirkelschliisse stecken. Dagegen hat sich, von einigen 
im Qualitativen stecken gebliebenen Versuchen abgesehen, noch niemand die Miihe 
gemacht, die Grundvorstellungen der Elektronentheorie auf die Méglichkeit irgend- 


welcher Abanderungen hin zu untersuchen, die den Ubergang zur Supraleitung dem — 
gefiihlsmaBigen Verstandnis naherbringen kénriten. Man hat wohl den auf diesem Wege 


liegenden Parallelismus zwischen dem Verhaltnis: Para-= Ferromagnetismus auf der 
einen und Normal-=Supraleitung auf der anderen Seite gesehen, aber nicht den 
Mut gehabt, alle Konsequenzen aus ihm zu ziehen. Schuld daran war, da man eine 


Theorie der Normalleitung vor sich hatte, die die Schwichen der ihr zugrunde — 
liegenden Modellvorstellung durch eine iiberaus gliickliche Wahl des mathematischen — 
‘Apparats iiberbriickt. Erst eine genauere Untersuchung zeigt, da zwischen den 


* 


schen Durchfiihrung ein gewisser ces bleibt, dae es mee 
und Anderungen am Modell vorzunehmen, ohne zunachst den mathematischen Teil 
der Theorie wesentlich andern zu miissen. - Dieser Spielraum bedingt anderseits, daB 


sich aus der rein formalen Auswertung der Theorie manchmal Effekte ergeben, deren 
physikalische Bedeutung nicht véllig klar ist. Es ergibt sich, daB die gleiche Modifi- - 
kation der Modellvorstellung, die den Ubergang zur Supraleitung erméglicht, auch 
- diese zweifelhaften Effekte ausschlieBt, indem sie die Geltung der theoretischen Ansatze  —_- 


einschrankt. Dartiber soll an _anderer Stelle berichtet werden. Fiir diesmal wollen 


wir uns darauf beschranken, zu zeigen, wie man in vdlliger Analogie zum Ferro- 
magnetismus durch eine verhaltnismaBig geringfiigige Anderung des Modells Normal- Bee. 
und Supraleitung auf einen gemeinsamen Mechanismus zuriickfiihren kann, wobei 
der Eintritt der Supraleitung aus einer universellen Tendenz des Gitters der F est- 


kérper zu stufenweiser Steigerung ihres Ordnungszustandes abgeleitet werden kann. 


Um dies klarzumachen, muf-zunachst das Grundsatzliche der WeiSschen Theorie — 


des Ferromagnetismus in Kiirze in Erinnerung gebracht werden. — = 


1. Die WeiBsche Theorie des Ferromagnetismus. 


Bekanntlich geht diese! von der Langevinschen Theorie des Paramagnetismus 


- aus. Es wird angenommen, daf der para- oder ferromagnetische Koérper, unabhangig 
vom Feld, Elementarmagnete (Bahnmomente, Spins) enthalt, die durch das Feld — 
_ lediglich parallel gestellt werden und da im allgemeinen ein Widerstreit zwischen 
der orientierenden Wirkung des Feldes und der statistischen Unordnung der Warme- — 


bewegung besteht. Dies fithrt dazu, da die Zahl der parallel zum Feld orientierten 


- Dipole eine Funktion des Verhaltnisses « H/k T' (= magnetische Energie des Dipols: 
vom Moment uw im Feld zur atomaren Energie der Warmebewegung) wird. Die Magneti- — 


sierung M des Makrokoérpers als Produkt der Zahl der parallel orientierten Dipole 
mit ihrem Moment wird dann durch den Ausdruck — 


M =Moo'L(wH/kT) — ii en 9 


dargestellt, wobei M, =m die Magnetisierung bei Parallelstellung simtlicher | 


n Dipole des Volumens und L (wu H/k 7) die sog. Langevin-Funktion ist, deren ana- 


F lytischer Ausdruck von der Quantelung des Winkels zwischen Feld und Dipol abhangt. 
Ast «4 ein Spinmoment, so wird angenommen, da8 nur Parallel- oder Antiparallelstellung 


vorkommt, in diesem Fall wird L (a) 


a 


2 —& 
L (wv) = _—*— = tanh a. 
é 


Im ferromagnetischen Zustand soll nun nach Wei® das AuBere Feld durch ein der. 
Magnetisierung proportionales Glied, das sog. ,,innere“ Feld, erginzt werden, also 


M = Moo: L{u(H + const: M/k T}. (2) 
Ks ist nun fiir das Folgende wesentlich, sich klarzumachen, wie aus diesem Ansatz 
der Begriff der ,,spontanen“ Magnetisierung folgt. Setzen: wir 


. 80 ) kénnen wir die zu einer en Wola ee Temperatur gehdrige Magneti- ae 
sierung graphisch ermitteln (Abb. 1). Wir sehen dann unmittelbar aus der Abbildung, i 


1P. WeiB: Physik. Z. 9, 358 (1908), 


- 


a 


ee ee a 


Ne ee a 


M/Mo = L(x); & = w(H + const. M)/k T, (3a) — 
- somit f : Si 
| afl H : 


H = 0 ine endliche Magnetisierung resultiert, wenn die Steigung 
len (3 b) kleiner bleibt als die der Nullpunktstangente an L (x), so daB also ake 
- die Bedingung : a ees ; 


kT ; ; 
He Mog ~ 1 (ano Qa 


‘Ss _eine Temperatur definiert, oberhalb derer keine spontane Ausrichtung der Elementar- 
magnete mehr moglich ist (Curie-Punkt). 

= Der Nachweis, da8 durch die Annahme einer spontanen Magnetisierung in Be- 
reichen, die eine sehr grofe Anzahl von Atomen umfassen, das Verhalten der ferro-_ 
| “Mnagnetischen Stoffe in jeder Beziehung richtig beschrieben wird, gehort zu den umfang- 
___reichsten Kapiteln der Physik. Man vergleiche hierzu die Darstellung von R. Becker 

: und W. Déring in dem Spezialwerk ,,Ferromagnetismus“ (J. Springer, Berlin 1939). 


Spontane 
Magnetisierung 


eae eee 


Abb. 1s 
Fragt man aber, ob die spontane Magnetisierung auch in der Form in Erscheinung 
tritt, daf& ein makroskopischer Versuchskérper, ohne einem 4uBeren Magnetfeld ~ 
ausgesetzt worden zu sein, eine Magnetisierung aufweist, so ist diese Frage vorlaufig 
zu verneinen. Nur an Versuchskérpern von mikroskopischen Dimensionen (Kiigelchen, 
Filme) hat man in den letzten Jahren MeBergebnisse erzielt, die im Sinne einer spon- 
tanen Sattigungsmagnetisierung gedeutet werden kénnten.? é 
Auf die interessante Frage nach der Natur des inneren Feldes, das in der WeiB-- 
schen Theorie zunachst nur als der geniale Versuch eines formalen Ansatzes erscheint, 
der erst durch seine Konsequenzen gerechtfertigt wird, wollen wir hier nur ganz kurz 
_ eingehen. Es ist zweifellos, da es sich um eine Erscheinung handelt, die der an 
- _manchen Legierungen als ,,Uberstrukturbildung“‘ beobachteten analog ist, d.h. um 
das Auftreten einer Ordnungstendenz, die in beiden Fallen dadurch gekennzeichnet = 
- ist, daB der Arbeitsaufwand, der zur Zerstérung der Ordnung in atomaren Bereichen — 
erforderlich ist, dem pauschalen Ordnungsgrad im Gesamtkristall proportional ist. 
Hs soll dabei unerértert bleiben, ob man diese Ordnungsenérgie, wie die Mehrzahl 
der Autoren annimmt, aus der Wechselwirkung der nachsten Nachbarn oder aus einer 
- atomistisch nicht mehr deutbaren Kollektivwirkung der Kristallstruktur ableiten soll. 
- Vielleicht ist es iiberhaupt richtiger, auf jede Deutung zu verzichten und sich auf 
die Feststellung zu beschranken, da8 das Gitter eines Kristalls die Tendenz hat, bei 
“abnehmender Temperatur in unstetigen Stufen seinen Ordnungsgrad zu erhéhen, — 


2 Charles Kittel: Phys. Rev. 70, 965, (1946). 


wobei unter noch Hien vollig geklarten Umstanden sozusagen je 


grades dienen kann. Man kénnte auch vermuten, daB sich in diesen Erscheinungen 
eine Quantelung der Kristallenergie als Ganzes aufert, daB, anders gesagt, die mit 
steigender Temperatur abnehmenden Ordnungsgrade Anregungszustande des als 


Makromolekiil zu betrachtenden Kristalls sind. Das wiirde letzten Endes bedeuten, 
dafi wir neben den verschiedenen Energieniveaus der Atome und Molekiile noch solche © 


~ des Kristalls als Ganzes annehmen miissen, die nicht mehr einfach aus der Superposition 


der atomaren Niveaus zu erklaren sind. Dariiber soll i in einem anderen Zusammenhang 
eingehender gesprochen werden. 


2. Die Hypothese der ,,Elementarstrome“. 


grad des Atoms und der Atomelektronen zur Festlegung eines Salchen Ordnungs- rent 


Ein erster Versuch, die Grundbegriffe der WeiBschen Theorie des Ferromagnetismus _ 
auf das Problem der Supraleitung zu tibertragen, wurde schon 1933 von J. Frenkel? — 


unternommen. Frenkel ging davon aus, da man die Bewegungen der Elektronen 


zwischen zwei ZusammerstéBen als Elementarstréme auffassen kénne, denen der 


‘GroéBenordnung nach eine magnetische Wechselwirkungsenergie vom Betrag (2 - ds)?/r 


zukommt. Auf Grund der Elektronentheorie ist i- ds durch e v/c zu ersetzen, wobei v 
natiirlich die thermische Geschwindigkeit, nicht die durch ein elektrisches Feld be- 
dingte Triftgeschwindigkeit ist. Unter gewissen, nicht in allen Konsequenzen durch- 


sichtigen Voraussetzungen kénnte diese Wechselwirkung bei einer groBen Zahl paralleler. 
-Elementarstréme zu einem so grofen zusatzlichen Impuls fiihren, da8 eine Beein- 
- flussung des einzelnen Elektrons durch die Gitterschwingungen nicht mehr méglich 


ist. Die Uberlegungen Frenkels wurden durch Bethe und Frohlich‘ einer ab- 


lehnenden Kritik unterzogen. In neuester Zeit hat W. Band® eine Erginzung des 


_ Frenkelschen Gedankenganges versucht. Verwunderlicherweise hat Frenkel tibersehen, 


daB die magnetische Wechselwirkung zwischen zwei benachbarten Elementarstrémen 
sogar quantitativ in der GréBenordnung liegt, die zur Deutung der Sprungtemperaturen 
der Supraleiter erforderlich wire. Setzt man namlich in dem Ausdruck (e vic)? /r 


fir v die Grenzgeschwindigkeit der Fermi-Verteilung 


pect 3 n \*/s 
De a Sire fe 


fir r die Gitterkonstante, so erhalt man den Betrag von 10-16 Erg, dem eine thermische 


Energie (k 7') von rund 1° absolut entspricht. Die Wechselwirkung zweier benach- 
barter Elementarstréme dirfte wohl die richtige Gré8enordnung fiir die Ordnungs- 
energie eines Elementarstromes in einer véllig geordneten Umgeburg liefern. Es 
mu darauf hingewiesen werden, daf die gleiche Abschatzung der Sprungtemperatur 


Die Uberlegungen Frenkels gehen aber noch immer von der Annahme des, wenn 


auch durch quantenmechanische Begriffe modifizierten, urspriinglichen StoBmechanis- 
mus der Elektronengastheorie aus. Auf der gleichen Ebene liegen die Einwande von — 


Bethe und Fréhlich. Es fragt sich nur, ob es méglich ware, durch eine geeignete 
Modifikation des Modells die Frenkelschen Grundgedanken weiter zu entwickeln. 
Man kénnte vor allem unter Verwertung bestimmtér Erfahrungen, die allerdings 
an Halbleitern gewonnen worden sind, versuchen, das mechanische Bild der Zu- 
sammenst6Be durch das mehr chemische Bild von Bindungswechseln zu 


3 J. Frenkel: Phys. Rev. 48, 907 (1933). 

* H. Bethe und H. Frohlich: Z. Physik 85, 389 eo 
5 W. Band: pede Rev. 69, 241 (1946). 

° H. Welker: Z, Physik 114, 525 (1939). 


” 


von H. Welker® auf Grund wesentlich anderer Vorstellungen durchgefiihrt worden ist. - 


Salt sen copithlyn bees en he Po ete co NiothsOG ; 
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verband infolge spontaner innerer Umlagerungen Elektronen mit thermischer Ge- 
schwindigkeit ausstoBen, wihrend andere sie wieder absorbieren. Man kénnte weiters 
annehmen, da diese Elektronenemission unter normalen Verhaltnissen statistisch 
ungeordnet auf alle Richtungen verteilt ist und da8 dieser Vorgang einen zusitzlichen 
Freiheitsgrad fiir die Warmeenergie bedeutet. Die Elektronenemission der Metall- 
atome ware so ein Analogon zu den Rotationsschwingungen mancher Molekiile. Die 
gegentiber einem Nichtleiter — wenn auch bei normalen Temperaturen nur um einen 
unmeBbar kleinen Betrag — erhdhte spezifische Warme eines Metalls (in der Nahe 
des absoluten Nullpunktes wird diese Differenz dagegen eindeutig meBbar) stammt 
also nach dieser Auffassung aus der erhdhten Freiheit des Atoms, das einerseits als 
Ganzes um seine Ruhelage schwingt und unter Umstianden, bei ausreichender Amplitude, 
bis zu einem neuen Gitterplatz ausschwingt (Selbstdiffusion), anderseits ein (oder 
_ mehrere?) Elektronen ausschwingen lat, wobei es gleichfalls vorkommen kann, da8 

das Elektron an einem freien Gitterplatz festgehalten wird und seine Zugehorigkeit 
an das Einzelatom aufgibt. Da8 das Elektron beim Ausschwingen unmittelbar von 
einem anderen Atom abgefangen wird, ist unwahrscheinlich, weil wir auf Grund des 
Pauli-Prinzips wohl mit bestimmten Ubergangsbedingungen rechnen miissen. Es 
ist also eher anzunehmen, da sich ein Zwischenzustand entwickelt, bei dem die 
Elektronen zum Gitter als Ganzes gehéren und dabei nach der Blochschen Theorie 
verbreiterte Niveaus bilden, so daB der Ubergang von einem Atom zu diesem Kollektiv 
und von diesem zur neuerlichen Bindung an ein Einzelatom wesentlich erleichtert 
wird. Die in alle Einzelheiten gehende Durchftihrung dieses Bildes ist eine Aufgabe 
an sich, die wir einer gesonderten Arbeit vorbehalten wollen. Nur so viel sei schon 


hier gesagt, daB es sich dabei um eine Weiterentwicklung von Vorstellungen handelt, _ 
mit denen man in der Theorie der Halbleiter und besonders in der der Kristallphosphore © 


schon einigen Erfolg gehabt hat. 

Den letzten Schritt in der Loslésung von den gewohnten Begriffen wollen wir 
durch die Annahme vollziehen, das auBere Feld beeinflusse nicht das vom Atom 
unabhangige ,,freie‘‘ Elektron, sondern den Emissionsvorgang als Ganzes, indem eine 
Orientierung der Emissionsprozesse parallel zum Feld energetisch begiinstigt wird. 
Es wird also bei normalen Temperaturen in Analogie zu den Verhaltnissen bei den 
paramagnetischen Korpern ein Widerstreit zwischen der Richtwirkung des elektrischen 
Feldes und der statistischen Unordnung der Warmebewegung bestehen, der zur 
Folge hat, da8 jeweils ein bestimmter, von Feld und Temperatur abhangiger Bruchteil 
der emittierten Elektronen sich in Feldrichtung bewegt. Wenn wir weiterhin von 
Elementarstrémen sprechen, so wollen wir darunter die aus Atomrumpf und Elektron 


bestehende Einheit verstehen. Der tiefere Sinn dieser Definition wird allerdings erst | 
spater klar werden. Um nun zu einer Verallgemeinerung der Langevinschen Theorie | 


- zu kommen, ohne unser Bild durch allzu weitgehende Spezialisierung zu_belasten, 
geniigt es vorlaufig, einen ,,Ausrichtungsgrad“‘ S der Elementarstréme zu definieren, 
der in der Form 


vom Feld und von der Temperatur abhingt. Die Stromstarke ist ihrerseits eine 
Funktion des Ausrichtungsgrades | 
1,0 (5S). (6) 

7 R.W. Pohl: Physik. Z. 89, 36 (1938). ; 


S =f (B/k 7) (5), 


¥V, 
A 


Es kommt setae nur darauf an, ZU zeigen, daB hes Hesiot 

-T = const. mit dem Ohmschen Gesetz I = const.- £ vereinbaren lassen. - 
Zu diesem Zweck geniigt es, zu zeigen, da auch die Elektronengastheorie 1 nur = 
durch ein Naherungsverfahren, das erst durch den Erfolg gerechtfertigt wird, zum 
Ohmschen Gesetz gelangt. Sie nimmt.dazu erstens an, da das Elektron sich innerhalb 
der freien Weglinge nach der einfachen Gleichung mv = e H bewegt und zweitens, 
da die freie Weglange ihrerseits vom Feld unabhangig ist. Auf diese Art findet sie 
fiir den mittleren Geschwindigkeitszuwachs Av =e H/2m-l/v, dem der Beitrag 
e-Av zum Strom ons und somit tiber alle n Elektronen pro Kubikzentimeter ne 
gemittelt 


pure . B= const. - B. (7) 
Vv 


Wir sind. nun allerdings nicht in der Lage, anzugeben, ah welchem Kraftgesetz 
das Herausdrehen der Elementarstréme aus ihrer durch die thermische Verteilung 
bestimmten Richtung erfolgt. Aber auch in der Elektronengastheorie stellt die An- 
- nahme der Bewegungsgleichung mv = eH eine ungehetre Vereinfachung dar, die 
~~ den Einflu8 der atomaren Felder durch PauschalgréBen ersetzt. Daher kann kaum — 
ein Einwand bestehen, wenn wir annehmen, daB auch fiir unser Modell die einfache = 
Beschleunigungsgleichung als erste Naherung gelten soll, so daB wir die zu Gl. (7) 
. fiihrenden Uberlegungen glatt iibernehmen kénnen. Genauer gesagt: man darf wohl — 
annehmen, da8 sich die Gl. (5) fiir kleine Werte des Arguments durch eine lineare 
Bezieh ung os Aa 
\ S = const. L/k T ; (5a) 
annahern 148t. Das gleiche gilt in erhéhtem Ma8 fiir cie Gl. (6). Man erhalt also 
__ schlieBlich fiir die Stromstarke den Ausdruck . 


J = const. H/kT © - (6a). 


als eine Naherung, die nur fiir sehr kleine Feldstarkenwerte gelten sollte. Da auf 
eee. der anderen Seite die. Giltigkeit des Ohmschen Gesetzes experimentell bis zu sehr 
- hohen Werten der Stromdichte nachgewiesen ist, miiBte angenommen werden, daB — 
die dabei auftretenden Feldstarkenwerte noch immer klein sind im Sinne der Gl. (5a). 
Tatsachlich sind die Feldstarken selbst bei sehr hohen Stromdichten noch immer 
weit unter 1 Volt pro cm, also klein gegeniiber den atomaren Energien. Man kénnte 
‘aber auf Grund von Gl. (6a) annehmen, da Abweichungen vom Ohmschen Gesetz 
auftreten, wenn man sehr tiefe Temperaturen und hohe Stromdichten vereinigt. — 
Besonders interessant ware die Durchfiithrung von Messungen in He II, dessen extrem 
gute Warmeleitfahigkeit die Anwendung héchster Stromdichten erlauben wiirde. 
- Da8 unser Modell so nebenbei die qualitativ richtige Abhingigkeit des Wider- 
standes von der Temperatur liefert, darf wohl auch als Erfolg gebucht werden. 
Hine eingehendere Untersuchung zeigt, da auch beziiglich der verwickelteren — 
Effekte die Lorentz-Sommerfeldsche Theorie vom Gesichtspunkt unseres Modells 
als Naherungslésung in Geltung bleibt, nur liefert dieses gewisse einschrinkende 
Nebenbedingungen, so da nicht alle Effekte, die sich formal aus den Sommerfeld- 
schen Gleichungen berechnen lassen, mit dem abgednderten Sto&Smechanismus in 
Kinklang zu bringen sind. Das trifft aber gerade jene Effekte, deren Mechanismus — 
ohnehin unklar ist (Warmestrom ohne Temperaturgefille usw.). i 


3. Die ,,WeiBsche Theorie“ der Supraleitung. 


Von den im vorstehenden entwickelten Vorstellungen gelangen wir ohne weitere 
Schwierigkeiten zu den gleichen Folgerungen, die Wei aus der Theorie des Foran. 


Tat. _ Wenn wir in ‘unserem Pe fiir aon ‘ua chtuncseiad” = 
rome das Feld £ durch ein der Ausrichtung pro portionales ,,inneres‘‘ 


ae pies. = f {(Z + const.- 8)/k T}, 

BS 80 fiihrt uns dies genau so wie im Punkt 2 zu einer ,,spontanen“ Ausrichtung bei 

_  &=0, wenn die unbestimmte Funktion f nur die Bedingung erfiillt, 1. im Nullpunkt 

_. eine Ableitung zu haben, die positiv und endlich ist, und 2. immer unterhalb der Null- - 
punktstangente vA bleiben. Da der Adsrichtungsgrad, wie immer auch die Funktion f 
beschaffen sein mag, mit wachsendem Argument dem Sattigungswert Kins zustreben 
mul, also die Kurve f (x) jedenfalls zur «-Achse konkav sein mu, darf die Erfiillung nS 
deat beiden Bedingungen als auBerst wahrscheinlich angesehen werden. Dann 
erscheint also der Sprungpunkt der Supraleitung als 

: Analogon zum Curie-Punkt der Ferromagnetika als jene 

_ Temperatur, oberhalb derer keine spontane Ausrich- 

tung, dort der Elementarmagnete, hier der Elementar- 

stréme, mehr méglich ist. 


¥ Das entscheidende Problem liegt. jetzt nur darin, 
ob sich die Erscheinungen der Supraleitung tatsichlich z 
auf eine spontane Ausrichtung von Elementarstromen 


' zuriicktiihren lassen. Es ist wohl selbstverstindlich, daB 
| diese Ausrichtung in einem abgeschlossenen Versuchs- 
kérper zur Ausbildung von in sich geschlossenen Stroémen 
fiihren muB, wobei die raumliche Verteilung und Aus- 
dehnung dieser ,,Dauerstréme‘‘ von den Nebenbedin- 
gungen (Form des Versuchskorpers, Temperaturvertei- 
lung beim Ubergang zur Supraleitung usw.) abhangen 
wird. 
Es gibt nun, wie ich glattbe, eine sehr ein- 
drucksvolle experimentelle Tatsache, die kaum anders 
- als in dem angedeuteten Sinn interpretiert werden 
kann. Wenn man in einem Supraleiter durch Ein- Abb.:3: 
schalten eines Magnetfeldes einen Dauerstrom indu- ; alee 
| ziert und sodann durch Erhéhung der Temperatur den Supraleitzustand wieder Stes 
7 zerstort, so kénnte man erwarten, da sich der Dauerstrom in dem entstehenden ei. 
; Ohmschen Widerstand totlauft und seine durch LJ?/2 meBbare Energie als irreversible = 
; Joulesche Warme in Erscheinung tritt. Nun ist der Ubergang S — N im Magnetfeld 
mit der Zufuhr einer Warmemenge Q verbunden, ebenso aber auch der umgekehrte 
- Ubergang N 8S. Die Messungen zeigen, daB der Ubergang streng reversibel ist, 
obgleich die Energie des Dauerstromes, besonders bei tieferen Temperaturen, ein Viel- 
faches der gemessenen Umwandlungswarme sein kann. Hs bleibt also nur die Annahme, 
daB die Energie des Stromes nicht durch den Ohmschen Widerstand zerstért wird, 
sondern unmittelbar in die innere Energie der normalleitenden Phase verwandelt 
wird. Das stimmt aber vollig damit iiberein, daB wir beim umgekehrten Vorgang, 
der Abkiihlung eines Supraleiters im konstanten Magnetfeld von einer Temperatur 
oberhalb bis zu einer Temperatur unterhalb des Sprungpunktes, Dauerstréme erhalten, 
die das auBere Magnetfeld vom Innern des Versuchskérpers abschirmen (Meifner- ; 
Ochsenfeld-Effekt). Besonders im letzten Fall, wo wir uns nicht mehr auf das Induk- : 
- tionsgesetz berufen kénnen, ist es wohl klar, daB der Abschirmstrom eine spontane Es 
Leistung der Gitterenergie darstellt. Wir werden also auch beim Kinschalten des _ 
Magnetfeldes im supraleitenden Zustand annehmen diirfen, da® das elektrische Wirbel- 
feld lediglich eine Ausrichtung der schon vorhandenen Dauerstréme bewirkt. 
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da beim erstmaligen Induzieren eines Dauerstroms ein kleiner Energiebetrag ver- 
lorengeht, Da bei diesen Versuchen durch abwechselndes Ein- und Ausschalten eines 
_ Magnetfeldes ein Dauerstrom induziert und durch den Ausschaltstrom wieder ver- 

- nichtet wurde, sind sie ein Beweis dafiir, da8 das Umklappen der Ausrichtung um 180° 
keinen Energieaufwand kostet. Daf aber die Drehung der Dauerstréme mit Energie-_ 
~ aufwand verbunden ist, dafiir konnten auch die Versuche von Onnes und Tuyn’® 
iiber. die Unverschiebbarkeit der Strome im’ Supraleiter angefiihrt werden, wenn 


~~ nicht sie an Hohlkérpern ausgefiihrt worden waren, in denen etwas verwickeltere 


Verhaltnisse herrschen.?° 
Zum Abschlu8 sei noch ein Versuch besprochen, der tiberdies den Vorteil eae 


die Identitat des Leitungsmechanismus im normal- und supraleitenden Zustand zu 
demonstrieren. Man hangt einen ringformigen Leiter (Abb. 2) an Faden so auf, daB 
er Torsionsschwingungen ausfiihren kann, und setzt ihn der Wirkung eines zu seiner 
Flache senkrechten magnetischen Wechselfeldes aus. Es zeigt sich, daB der Ring 
in Schwingungen gerat, deren Amplitude natirlich gesteigert wird, wenn man die 
Frequenz des Wechselfeldes mit der Torsionsschwingung in Ubereinstimmung bringt. 

AuBerdem ist die Amplitude im supraleitenden Zustand infolge des Wegfalls des 
Ohmschen Widerstandes gréBer als im normalleitenden. In beiden Fallen ist aber 
die Phase der Schwingungen so, da8 sie der der Elektronenbewegung entgegengesetzt 
ist, die Amplitude ist dem Verhaltnis e/m proportional. Wir werden somit diese Er- 
-scheinung als den Riicksto8 der emittierten Elektronen auf ihre Atome deuten diirfen. - 
Im stationaren Zustand wird dieser RiickstoB durch die Impulsabgabe bei der Re- 


ey kombination wieder aufgehoben, nur im nichtstationaren Zustand tritt er in Erschei- — 
nung. Auf Grund der Elektronengastheorie wiirde man gerade den entgegengesetzten 


_Effekt erwarten, namlich ein Nachschleppen des ‘Gitters durch die vorauseilenden 
Elektronen als eine Art Umkehr des Tolman-Effekts. Man hat den geschilderten 
Versuch, der an einer supraleitenden Kugel von Kikoin und Gubar," an einem 
normalleitenden Solenoid in einer leicht modifizierten Form von Barnett” ausgefiihrt 
- worden ist, nicht als in Widerspruch mit der Elektronentheorie stehend empfunden, 
weil er in Anlehnung an den Versuch von Kinstein-de Haas ausgefiihrt worden ist. 
Man hat deshalb nicht so sehr an die Mechanik der Elektronenbewegung als an das 
entstehende magnetische Moment, dem man einen Drehimpuls zuordnete, gedacht 
und es fiir selbstverstandlich gehalten, daB so wie bei dem Versuch mit dem Ferro-_ 
_ magnetikum ein Riicksto8 auftritt, der dem Satz von der Erhaltung des Drehimpulses 
entspricht. Dabei hat man tibersehen, daB dieser Satz nur dann gilt, wenn blo innere 
Krafte wirksam sind. Man kénnte also, wenn man sehr vorsichtig sein wollte, die 
beiden Versuche so deuten, da man annimmt, die 4uBeren Felder lésen im Leiter 
zuerst eine durch innere Krifte bedingte Polarisation aus, die dann ihrerseits durch 
einen noch zu klarenden Mechanismus den Strom bewirkt. Demgegeniiber scheint 
die hier vorgeschlagene Deutung doch einfacher und einleuchtender zu sein. 
Die bisherigen Ausfithrungen haben sich auf in sich geschlossene Stréme bezogen, 
wie sie als Abschirmstréme in Supraleitern durch Magnetfelder induziert werden. 


Man kénnte nun meinen, daf im Falle eines in einem normalleitenden Stromkreis 


8 P. Graimann und H. Eicke: Physik. Z. 88, 429 (1937), 

® K. H. Onnes: Comm. Leiden Suppl. Nr. 50a, 1924, 
10 K.M. Koch: Z. Physik 118, 1 (1941), Nachtrag. 
4 J.J. Kikoin und 8. W. Gubar: C. R. [Doklady] Acad. Sci. URSS 19, 249 (1938). 
2 S.J. Barnett: Philos. Mag. J. Sci. 12, 349 (1931). 


‘haben. Mit Hilfe einer ungemein empfindlichen Methode konnten sie nachweisen, ae 
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aleiters etwas andere Verhiltnisse vorliegen. Im stationaren — 
Lustar keine besonderen Schwierigkeiten zu sehen, denn die Bildung 
geschlossener Strombahnen ist ja mehr ein durch Formfaktoren usw. bedingter sekun- _ 
darer Effekt, wir kénnen uns eine einseitige Ausrichtung der Elementarstrome, bei 
der an den Randern ein stetiger Ubergang zum normalen Leitungsmechanismus 
stattfindet, durchaus vorstellen. Nur fiir den Kinschaltvorgang sind gewisse Schwierig- mo” 
_keiten: haben wir den Korper vorher im stromlosen Zustand abgekiihlt, so sind nun. 
geschlossene Strombahnen in ihm anzunehmen, die bei der Einschaltung des 4uBeren 
Stromkreises irgendwie umgelagert werden miissen. Man kénnte sich nun denken, j 4 
dal} hierbei die auch unterhalb des Sprungpunktes infolge unvollstindiger Ausrichtung ee 
noch bestehenden normalleitenden Partien eine Rolle spielen, indem sie im ersten . 
. Augenblick die Leitung iibernehmen und durch das in ihnen entwickelte elektrische inet. 
Feld die Ausrichtung der Elementarstréme bewirken. Diese Frage kénnte durch ay 
einen Versuch entscheidbar sein, indem bei raschem Einschalten des Stromes irgend- : 
welche Verzégerungserscheinungen auftreten miiBten, die sich oszillographisch nach- é 
weisen lassen wiirden. Méglicherweise wiirde man auch bei StromstiBen von extrem = 
kurzer Dauer, wie sie die heutige Impulstechnik unschwer erzeugen kann, keine Supra- ie 
leitung mehr feststellen, weil die Zeit zur Ausrichtung der Elementarstréme schon 
in die GréBenordnung des Impulses fallt. 


Schlu8bemerkungen. 
Es mu8 vor allem festgestellt werden, daB die hier entwickelte Hypothese der \. . 
_ Elektronentibergange von einem Atom zum anderen als Basis des Leitungsvorganges 
nicht ganz neu ist. Man vergleiche dazu die Darstellung von Griineisen im Geiger- a. 
-schen Handbuch der Physik, Bd. XIII, sowie die Zusammenfassung von Kretsch- a - 


mann.8 Nur hat man es bisher unterlassen, zu untersuchen, wie weit diese Vorstellung 
mit den mathematischen Ansatzen der Lorentz-Sommerfeldschen Theorie vertraglich 
ist. Darin sehe ich aber die kiinftige Aufgabe, die nach beiden Richtungen hin Erfolg sod 
_ verspricht ; nach der einen: weil das Modell durch die Méglichkeit einer mathematischen _ 
Formulierung naturgema8 an Prazision gewinnt, nach der anderen: weil die prazisere 
Form der Modellvorstellung inhaltslose, formale Ableitungen ausschlieBt bzw. in 
ihrer Geltung einschrankt, mit denen man sich bisher auseinandersetzen muBte. 4 
Diese Entwicklung vorbereitet zu haben, ware dann das Verdienst unserer provisori- 
-schen Uberlegungen. 

Uberhaupt mu8 betont werden, daB die vorstehenden Ausfiihrungen nicht den Saas 
Anspruch erheben, als eine neue Theorie des Leitungsvorganges ynd der Supraleitung = 
genommen zu werden, sondern nur: als Programm zur Erarbeitung einer solchen. — 
Soviel kann allerdings schon jetzt gesagt werden, daB unser Modell bei positivem Aus- 
gang der oben skizzierten Untersuchung, d. h. im Falle es sich in groBen Linien mit 
den mathematischen Formulierungen der Elektronengastheorie vertragt, fiir das _ 
Verstiandnis der Supraleitung der letzteren tiberlegen ist. Den Kernpunkt des Problems 
stellt wohl die Ausgestaltung der Theorie der Ordnungszustande dar, die von Bragg eo 
und Williams" zuerst aufgestellt, von Bethe!® weiter entwickelt, in einigen wesent- “ _ 
lichen Punkten doch noch der Aufklarung bedarf. = 

Und schlieBlich ist zu hoffen, daB& die neue Modellvorstellung anregend auf die a 
experimentelle Forschung wirken wird. Die im Gebiet des Ferromagnetismus bereits 
weitgehend untersuchten Zusammenhange zwischen den Ausrichtungsvorgangen i 
und den inneren Spannungen diirfte bei ihrer Ubertragung auf das Leitungsproblem 

18 BF. Kretschmann: Physik. Z. 28, 565 (1927). 


“4 W.L. Bragg und E. J. Williams: Proc. Roy. Soc. [London], Ser. A145, 699 (1934). Ren a 
15 H. Bethe: Proc.’ Roy. Soc. [London], Ser. A 150, 552 (1935). Ain ees 


neue Gosichigpacntets Se x ‘Hesendersiar 
die Parallelen zum Ferromagnetismus, die Hypothese der 
der Weifschen Bezirke usw., fruchtbar zu werden. Allerdings wird ahe | 
glauben, da auch manche 10h etwas verschleierte Vorstellungen im Bereich des 
-Ferromagnetismus durch den Vergleich mit den analogen Fragen der Supraleitung 
an Klarheit gewinnen. 


¥ 


(Hingegangen am 10. Mai 1947.) 


Die Torsion geschlitzter Hohlwellen. - 
Von H. Parkus, Wien. 
Mit 2 Textabbildungen. 


In der vorliegenden Arbeit werden die Spannungen berechnet, die in einer diinn: 
- wandigen, oe pee ppomepeue es Hohlwelle auftreten, welche Durchbrechungen ~ 


Abb. 2. 


-in Form von schmalen Liangsschlitzen aufweist (Abb. 1). Derartige Schlitze sind. 
- aus konstruktiven Griinden manchmal notwendig; sie fiihren aber zu einer betracht- | 
lichen Herabsetzung der Drehsteifigkeit und zu Spannungserhéhungen, xo eine 

- genauere Untersuchung wiinschenswert erscheinen lassen. 


oe Der mittlere Durchmesser der Hohlwelle sei d, die Wandstarke s, die Schlitzlange 1, 

die Anzahl der symmetrisch verteilten Schlitze sei n (n = 2, 3,4,...). Wir denken 

- uns das Rohr langs A—A an der Stelle x durchschnitten (Abb. 1) und betrachten 
einen der 7 Streifen, aus denen sich der Querschnitt im ae der Schlitze zusammen- | 

setzt (Abb. 2). 


Bei der Verdrehung dieses Streifens werden: Verschiebungen wu in Richtung der 
Stabachse auftreten. Man kann nun annehmen, da8 dort, wo der Streifen an das 
ungeschlitzte Rohr anschlieBt, diese Verschiebungen vollstindig verhindert werden. | 
Diese ,,Verwélbungsbehinderung hat natiirlich Normalspannungen in Richtung 
der Wellenachse zur Folge und unsere Annahme der vollstindigen Wo6lbbehinderung 
_besagt dann, da die unter diesen Normalspannungen auftretenden Verschiebungen — 
des ungeschlitzten Rohres vernachlassigbar klein sind gegentiber denen der Streifen. 
Fiir die Verwoélbung eines diinnwandigen, offenen eee gilt? 


\ u = nly, 2) 8 (a), (1) ~ 


wo » die sog. ,,Kinheitsverwélbung und # = ks die erste Ableitung des Verdreh- — 
winkels (x) bedeutet. Fiir den hier vorliegenden Fall konstanter Querschnitts-' 


1 R. Kappus: Drillknicken zentrisch gedriickter Stibe mit offenem Profil im elastischen : Ps 
Bereich. Luftfahrt-Forsch. 14, 444 (1937). 3 ; 


hrung von Polarkoordinaten r, die Einheitsverwolbung 


\ 


‘ a r vor a al : ig, und zwar wird! : 
a caer. ; g=— \ Pda +@m=—r a + Wo. ? 
_ _Normieren wir die Verwélbungsfunktion so, daB in jedem Schnitt die resultierende 


Verschiebung fiir jeden einzelnen Streifen und damit auch fiir den Gesamtquerschnitt 
verschwindet (die Schlitzbreite wird gegeniiber der Streifenbreite vernachlassigt) 


4 


> 


Sal A al 0) (2) 
: 
; So wird Yo = 0 und wir erhalten : ‘ee he 
PA o. } (3) pes. 
Der Wolbwiderstand J,, des Gesamtquerschnittes ist damit os aa 
= | Jy =0_ a\ "r@sdx = ae rg oy: (4) - 
; . n Pe ; 
* und der Drillwiderstand J a (wenn die Streifenquerschnitte als sehr diinn betrachtet 
werden) ; ee eae 
2 ee aD ae 
Sgn tae eT 8. E Oy ae 
Im Gegensatz hierzu betragt der Drillwiderstand des ungeschlitzten Rohrquerschnittes . 
; Jag = 208 8. (6) 
Die Differentialgleichung der Torsion des offenen, diinnwandigen Querschnittes 
lautet, wenn M das Drehmoment bedeutet, . ore 
M=G6),0 —EJ,¥", (7) 
wobei im vorliegenden Fall die Randbedingungen gelten: ; 
Di nO = 0, hie eee 
__ Diejenige Lésung der Gl. (7 ), die den Randbedingungen (8) geniigt, ist ae. 
-.- worin ; aj an aie 
Se ease. 7 ie eae iG es 3 os : 
8 na) $5 = a8 aae yy ue) — 
3 uw ist die Querdehnungszahl. . ae 
. Wir koénnen nun die auftretenden Spannungen berechnen. Fiir die durch die Wolb- <__ 
\_ behinderung hervorgerufenen Normalspannungen o, gilt unter Beriicksichtigung 2 : 
dessen, daB es sich um einen diinnwandigen Querschnitt handelt, bei dem die Span- = 
nungen o, und o, gegeniiber o, vernachlassigt werden konnen: “4 
Ou Be Bp 
yess Ope ee = 
und unter Beachtung von Gl. (1) und (3) ‘ ee 
= Cas a LT OO : (11) a 
Die Wélbspannungen verlaufen somit linear iiber die.Streifenbreite und geben gemiBo = 
der Normierungsbedingung (2) keine Resultierende in Richtung der Wellenachse. x 
Wohl aber liefern sie ein resultierendes Biegemoment. Wie man leicht nachrechnet, ic. 
heben sich jedoch die Biegemomente der einzelnen Streifen gegenseitig auf. (Das S55 
gilt aber nur bei gleichmafig tiber den Umfang verteilten Schlitzen!) Man kann 
Ss 25 pr 
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algo eine parabolische Verteilung mit Tymax = 


mit is Hatin zusammen, der Pat fe "Wellenachse 5 


um diesen Punkt mu8 somit durch ein auBeres Biegemoment erzwungen werden, oe 
dem die Wolbspannungen das Gleichgewicht halten. Fiir den Gesamtquerschnitt 
gilt das aber nicht, da ftir diesen Drillruhepunkt und Schubmittelpunkt zusammen- 


fallen. Die Wolbspannungen bilden hier ein 1 Gleichgewichtssystem. 
Gema8 den ie gots 


(12) 


treten zusammen mit den Normalspannungen o, Schubspannungen 1,, in Umfangs- 
richtung auf, die konstant iiber die Querschnittsdicke s verlaufen und den Anteil 
—EJ,, 9%” des Gesamtdrehmomentes aufnehmen, der durch Wolbkrafttorsion iiber- 
tragen wird. Sie addieren sich zu den Schubspannungen tz, die vom Anteil GJq 0’ 
des Gesamtmomentes herrithren, der der reinen (St. Venantschen) Torsion entspricht. 
Diese Schubspannungen verlaufen linear iiber die Wandstirke s und nehmen am 
Innen- bzw. AuBenrand in « = 0 ihren GroBtwert an: 
SGI; 30aqe 


Pig ay ae 
eg 
- : 


(Baharpe == 


und mit J, gemaB Gl. (5): 
Tmax =G 8 0". — 


= 


Die Schubspannungen t,, folgen aus Gl. (12) durch Integration: 
Bet 00x oer ov. tr 
iy da+C=En® 9 + ¢. 
An den freien Randern « = + = muB t, = 0 sein. Damit erhalten wir: 
ye ic nn \2 - S ' 
a ae I(r) | (14) 


— ys Br ape 


Mit den Spannungskomponenten o,, tp und t,, haben wir bereits alle maBgebenden 


GréBen des vorliegenden ebenen Spannungszustandes erfaBt. Eine nennenswerte © 


Kerbwirkung durch die an den Enden voll ausgerundeten Schlitze tritt nicht ein, 


wie man aus folgender Uberlegung schlieBen kann. In der unmittelbaren Umgebung 
der Schlitze treten im wesentlichen nur Normalspannungen o, parallel zur Schlitz- 
langsachse auf. Bei einem derartigen, in Richtung des Kraftflusses liegenden Spalt 
hangt aber die Spannungserhéhung durch Kerbwirkung vor allem vom Kriimmungs- 
radius der Langsberandung ab? und verschwindet mit gegen Null gehender Kriimmung. 


Da wir auBerdem die Schlitze als schmal voraussetzen, kénnen wir somit von der 


Beriicksichtigung der Kerbwirkung absehen. 


Im ungeschlitzten Rohrquerschnitt betragt die iiber die Wandstarke konstante : 


Schubspannung 
To =~ fe 


2r 8° 


Wenn wir den im Bereich der Schlitze sich bildenden ebenen Spannungszustand 


(15) 


7 


mit dem durch Gl. (15) gegebenen Zustand des reinen Schubes vergleichen wollen, 


miissen wir beide auf eine Vergleichsspannung beziehen. Wir wahlen hierzu die grote 


PU Wolf: Beitrage zur ebenen Elastizitatstheorie. Z. techn. Physik 2, 209 (1921). — 


Th. Péschl: Uber eine partikulire Lésung des biharmonischen Problems oe den AuBenraum: ‘ A 


der Ellipse. Math. Z. 11, 95 (1921). 


<0 beim ungeschlitzten. Rohr Zo gemab ( 
mG oe : 


| 3 2 Vor +4 et toe 
ae Gi. (9) folgt durch eres 


9" ___ *M Ginna Gui ee M Gojxa ane 
GJ 1 : ee ae 1} O : id oe 
. . : Gof “> oe Gof aE Bae Be 
Ina =0 ist 0” = 0; somit wird dort die Vergleichsspannung, die wir mit t,, be- ee 
_ zeichnen wollen, a 
eS Py eg ee =O 8 SOL os apie 
: ae — 2n? x ds” Gof xl \a 2 ; ee, 
Bet rie | ee (16): ae 
 Inrv=+ 5 ist # =0, somit tp = 0 und eee 
vt ; haf 2, *M gq xb pes M [n\2 / 
er. eye Ree a 5s Vg Pai tal | ae 
4 Wir Ee rananes die beiden in Betracht kommenden Stellen « = mol und «6 => 3a 
= ny: in «1 = 0 wird die mit t,. bezeichnete Vergleichsspannung ees 
Mr[a\2 3M ~ “alae 
Too. = Twmax = 37 ous (7) = ads’ (17) 
wenn fiir den Wolbwiderstand der Ausdruck Gl. (4) eingesetzt wird. In « = + = og: 
haben wir unter Beriicksichtigung von Gl. (5) Aa 
Z Coe 
_ Tomx EF Px tye wl _yfltu 38M go xl a 
eae 8 ia =)/ 2 nde “82 ~ 3) 
Lge 
Mit T) aus Gl. (15) bilden wir nun die Verhaltniszahlen = , die uns unmittelbar die 
To)” .* Re 
* inane alee durch die Schlitze angeben: 
p> d 
te 8 (a _ 9” ; a 
Ts) 2\8 Go “ ’ : ee ae 
Tye _ 3 (19) eee 
nee sb a 
Meese 1+pd— xt * ogee 
; oe Fy) pg Oe ene 
; wn 
Die GréBe x ist aus Gl. (10) zu entnehmen. Damit wird Ce 


xo n Pe SO ; iz a 
= V fon. de: (20) aes 


eR Ts ee Ves Cae R en eC eee 
- ais: 7 A 


Wir betrachten nun die Gl. (19) noch etwas naher. Die Verhaltniszahl % 1 schwankt = yy 
Ty ae 
_ zwischen den Grenzen a 
as Pik tM oe 3a 
Ie ae = Teas = 
. l : ; oe 
--_-wobei der untere Grenzwert me = 0 und der obere = = oo entspricht. mie liegt = 
= ds SOE 3 ry ae 
fiir die gleichen Werte von a im Bereich 
Se O< Ty3 <3 ng d ; i ; 
: i ce Se a me 
we ae 
« Rie 


T ° . = . 

‘Die beiden Grenzwerte von rs: sind also kleiner als die entsprechenden Werte von 

cE “a 0 s 
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: im mittleren Bowen liegt. jedooh wie man leicht nachrec 
umgekehrt. Da fiir groBe (praktisch aber kaum in Frage korareee) Werte von oe 


unsere Rechnung wegen der Gefahr des Ausbeulens der Streifen nicht mehr zutreffend © 
ist, konnen wir also schreiben, wenn jetzt mit t die groBte Spannung im geschlitzten 
Rohrteil bezeichnet wird,  . ; wee 


ee La: n 2 sl\ 4. 
pote tele yr) ers 3 ice 


Fir Abmessungen bis etwa n— = 10 148t sich die hyperbolische Tangensfunktion _ 


durch das Argument ersetzen. Wir erhalten dann 
w 3 


Re = nbsosnt srs, (22) — 


T% 2a d 
also eine sehr handliche Beziehung, die fiir den praktischen Gebrauch wohl immer 
ausreichen diirfte. 

Wenn die Schlitze nicht gleichmaBig tiber den Umfang verteilt sind (z. B. bei 
nm = 1), so fallen Rohrachse und Schubmittelpunkt nicht zusammen. Die Torsion 
um die Rohrachse koénnte dann nur durch entsprechende aufere Krafte und Biege- 
momente erzwungen werden. Sind diese nicht vorhanden, so verbiegt sich die Welle 
unter dem Angriff des Drehmomentes. ; 


s 
Zusammenfassung. 


Fir das diinnwandige, tordierte Rohr mit  (n = 2,3,4,...) gleichmaBig tiber 


_ den Umfang verteilten Langsschlitzen wird die Spannungserhéhung durch die Schlitze 
_ gegentiber dem ungeschwachten Rohrquerschnitt berechnet. Das Verhaltnis der 


beiden Spannungen betrigt mindestens 1°5 und 1aBt sich fiir die praktisch in oa 
kommenden Abmessungen aus einer einfachen Formel bestimmen. 


(Hingegangen am 26. November 1946.) ~ 


Buchbesprechungen. 


Ausgewahlite Kapitel aus der Physik. Nach Vorlesungen an der Technischen Hoch- 
schulein Graz. Von K. W. Ff. Kohlrausch. In finf Teilen. III. Teil: Wairme. Mit 35 Textabb., 
VI, 1278. Wien: Springer-Verlag. 1948. In Osterreich: S 18—. Im Ausland: 


Nach den beiden ersten Teilen — I. Mechanik, II. Optik — ist nunmehr der III. Teil: Warme 
herausgekommen, der zunachst wieder als Behelf fiir Studierende gedacht ist und sich dement- 
sprechend im wesentlichen auf den Vorlesungsstoff beschrinkt. Die behandelten Kapitel — 
A. Allgemeine Grundlagen, B. Die thermischen Eigenschaften der Stoffe (Kinetische Theorie 
der Materie und Erfahrungstatsachen), C. Die Hauptsiitze der Thermodynamik und ihre An- 


wendungen — sind klar und iibersichtlich durchgearbeitet und werden sicherlich auch tiber den — 


ihnen zugedachten Leserkreis hinaus um so mehr von Interesse sein, als die im Vorwort ange- 
fihrten Standardwerke heute nur schwer zuginglich sind. Als Ergiinzung ist eine kurze Zu- 
sammenstellung tiber den als bekannt bagasse Mittelschulstoff und ein Namens- und 
Sachverzeichnis beigefiigt. 

Falls die angekiindigten letzten zwei Hefte — IV. Elektrizitat und V. Aufbau, der Materie — 
rechtzeitig erscheinen, wird noch in diesem Jahre ein gutes, etwa 600 Seiten umfassendes eee 
iitber Physik fiir jedermann zu einem erschwinglichen Preis erhaltlich sein. 


F. Magyar, Wien. 


Ausgewihlte Kapitel aus der Physik. Nach_Vorlesungen an der Technischen Hoch- 
schule in Graz. Von K. W.F. Kohlrausch. In finf Teilen. IV. Teil: Elektrizitat. Mit 
115 Textabb. VIII, 253 8. Wien: Springer-Verlag. 1948. In Osterreich: S 36.—. Im Aus- 
land: sfr 16.—. j 


Nach den ersten drei Banden: Mechanik, Optik und Wiirme ist nun auch der vierte: Elektrizitat 
erschienen. Nach einer kurzen Zusammenstellung des vorausgesetzten Mittelschulstoffes behandelt — ‘i 
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von Coulomb bis Maxwell, das Elektron, das Atherproblem und die Entwicklung der elektrischen 
Ma8systeme. Im Abschnitt B. Elektrostatik findet man die Grundlagen, das elektrostatische 
Feld, das Verhalten der Leiter, den Kondensator, das Verhalten der Isolatoren, Elektrizitits- 
quellen, Metalle sowie Metall und Elektrolyt. Der Abschnitt ©. Gleichférmig bewegte Elektrizitiit 
befaSt sich mit den Grundlagen, den Eigenschaften und dem. Mechanismus der Leitungsstréme 
und dem Magnetfeld des Stromes. Der letzte Abschnitt D. Ungleichférmig bewegte Elektrizitat 
enthalt die elektromaguetische Induktion, die Elektronentheorie des Magnetismus, den Wechsel- 
strom und die Maxwellsche Theorie. Dabei wird auch auf den Zusammenhang mit der Relativitits- 
theorie hingewiesen. Den Abschluf8 des sehr klar geschriebenen Buches bildet ein ausfiihrliches 
Namen- und Sachverzeichnis. 


Schon eine flichtige Durchsicht des Buches li8t erkennen, da der vorliegende IV. Teil 
die gleiche gute Aufnahme finden wird, wie die bereits ausgezeichnet eingefiihrten ersten drei 
Teile. Hervorzuheben ist wieder die auBerordentlich exakte physikalische Darstellungsweise 
des Verfassers, die dem Techniker vieles bietet, aber keine zu weit gehenden Konzessionen macht. 
Im ganzen ein ausgezeichneter Studienbehelf, aber nicht nur fiir Studenten. 


F. Magyar, Wien. 


Laufzeittheorie der Elektronenréhren. Von H. W. Konig. Erster Teil: Ein- und Mehrkreis- 
systeme. Mit 72 Textabb., XII, 2108. In Osterreich: -8 78.—. Im Ausland: sfr 36.—. 
Zweiter Teil: Kathodeneigenschaften, Vierpole. Mit 47 Textabb., IV, 1448S. In 
Osterreich: S 60.—. Im Ausland: sfr 28.—. Wien: Springer-Verlag. 1948. 


In der Hochfrequenztechnik stehen derzeit die Probleme der Erzeugung und Verstirkung 
elektrischer Wellen mit sehr kleiner Wellenlinge im Vordergrund. Im bisher benutzten Wellen- 
langenbereich kann die Elektronenstr6mung in der Elektronenréhre in jedem Augenblick als 
stationar betrachtet werden, so daf jede Elektronenréhre hinsichtlich ihrer linearen Eigenschaften 
als linearer Vierpol aufgefaBt werden kann. Fiir das derzeit interessierende Wellengebiet gab 
es keine Theorie, welche auch nur annahernd als eine Fortsetzung der linearen Theorie der 
Elektronenrohre des tiblichen Wellengebietes angesehen werden konnte. Diesem Mangel hat 
das vom Verfasser geschaffene Werk grundlegend Abhilfe geschaffen. 

Das Werk gliedert sich in zwei Teile. Im ersten Teil ,,Einkreis- und Mehrkreissysteme‘ 
werden in vier Kapiteln die linearen Laufzeiterscheinungen der Einkreissysteme, der Zweikreis- 
Zweikammersysteme, der Zweikreis-Dreikammersysteme und der Zweikreis-Vierkammersysteme 


behandelt. In der Einfiihrung zu dem ersten Teil legt der Verfasser die wesentlichen Gesichts- _ 


punkte seiner neuen Betrachtungsweise fest. So geht er bei der Betrachtung des Verhaltens 
von Elektronenstr6mungen nicht von der bisher tiblichen Spannungs-Strombetrachtung aus, 
sondern nimmt als Ausgangspunkt die Strom-Spannungsbetrachtung. Diese Betrachtungsweise 
begriindet er dadurch, daS8 die Spannung das Linienintegral der Feldstarke ist und in den 
allgemeinen Grundgleichungen der Elektronenstré6mung nicht aufscheint, wahrend die Strom- 
dichte unmittelbar in Erscheinung tritt. Das lineare Problem lat sich aber durch die Wahl 
der Strom-Spannungsbetrachtung allein nicht bewaltigen, sondern es mu zur Schaffung einer 
allgemeinen Theorie der Laufzeitvorginge auch die in der bisher ttblichen Theorie angewendete 
Kennzeichnung des Arbeitspunktes durch Elektrodenabstande und Gleichspannungen autf- 
gegeben werden. In der neuen Theorie wird der Arbeitspunkt durch die stationaren Laufwinkel 
und Geschwindigkeiten festgelegt. Mit dieser Methode gelingt es, die linearen Eigenschaften 
simtlicher Réhrenanordnungen mit ebener Elektronenstrémung aus einem einzigen Vierpol 
abzuleiten. 

‘Im ersten Kapitel werden die verschiedenartigen Betriebszustande eines Einkreissystems 
mit voller Bericksichtigung der Raumladungswirkung unter einem einheitlichen Gesichtspunkt 
behandelt. Der Arbeitspunkt des Systems wird durch die beiden Laufwinkel und die reduzierte 
Feldstirke am Anfang des Entladungsraumes bestimmt. Der Feldverlauf zeigt eine lineare 
Abhangigkeit vom Laufwinkel mit einer Unstetigkeitsstelle an der Trennungsebene zwischen 
beiden Kammern. Weiters wird gezeigt, da fir das charakteristische Wechselstromverhalten 
des Systems der numerische Wert des Verhiltnisses aus Feldstarke und Geschwindigkeit mab- 
gebend ist. Aus der Untersuchung der Wechselstromeigenschaften ergibt sich eine Theorie des 
Steuerungsvorganges und damit eine Definition der Steuerungsarten. Es ergeben sich zwei Arten, 
die ,,lineare‘‘ und die ,,logarithmische oder feldmiBige‘‘ Geschwindigkeitssteuerung. Sie unter- 
scheiden sich dadurch, da® die erste ihre gro&te Wirkung bei einem Laufwinkel z hat, wahrend 


die zweite mit wachsendem Laufwinkel monoton zunimmt. Im_ besonderen wird in diesem — 


Kapitel hergeleitet, da die Elektronenstrecke als ein Zweipol aufgefabt werden kann, dessen 


‘Wirk- und Blindanteil eine Funktion des Laufwinkels ist. So ergibt sich, da® bei einem Lauf- — ' 


im Absehnitt A. Einfithrender Uberblick die Entwicklung der Hlelerizitatslonte 
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winkel in der Umgebung von “y der Wirkwiderstand des Zweipoles: 
die Moglichkeit zur Schwingungsanfachung 
5% 
dabei aber den gréBten Wert des Anfachungswiderstandes erreichen. 


Das zweite Kapitel behandelt die linearen Laufzeiterscheinungen in Zweikreis-Zweikammer- 
systemen, das sind solche, bei denen beide Hochfrequenzkammern zu Schwingungskreisen aus- 
gebildet sind. Der Arbeitspunkt in einem solchen System wird durch drei Laufwinkel und zwei 
FeldgréBen bzw. Geschwindigkeiten festgelegt. Der Feldverlauf zeigt im stationaren Zustand 


gegeben ist. Es werden von alle: 


einen Laufwinkel von 


eine lineare Abhingigkeit vom Laufwinkel mit Unstetigkeitsstellen an den Trennungswanden — 


zwischen je zwei Kammern. Das Wechselstromverhalten wird auch in diesem Fall durch das 
Verhiltnis Feldstirke zu Geschwindigkeit charakterisiert. So wird gezeigt, daB es fir derartige 
Systeme vier verschiedene Betriebszustinde gibt, von denen der eine der Triode entspricht, 
wahrend sich aus einem anderen durch Spiegelung die Bremsfeldréhre ableiten 1aBt. Weiters 
werden die Elemente des dem System entsprechenden linearen Vierpoles abgeleitet. AuSerdem 
wird gezeigt, da8 ein symmetrisches System, welches mit voller Spannung riickgekoppelt ist. 
an Stelle des urspriinglichen Vierpoles einen Zweipol ergibt, der in bestimmten Laufwinkel- 
bereichen einen negativen Eingangsleitwert annimmt und daher bei geeigneter Belastung zur 
Selbsterregung kommen kann. Aus einem solchen System lat sich durch Spiegelung die Brems- 
feldréhre ableiten. Die fiir die Bremsfeldréhre gefolgerten Schwingbereiche weichen stark von- 
den Ergebnissen der bisherigen Theorien ab. Zwanglos wird hingegen die Tatsache erklart, dab 
sich mit der Bremsfeldréhre auch Schwingungen mit erheblich gr6éerer Wellenlange erregen lassen. 

Das dritte Kapitel beschaftigt sich mit der Arbeitsweise von Zweikreis-Dreikammersystemen, 
das sind solche, bei denen die beiden Hochfrequenzkammern durch eine zwischenliegende Lauf- 
kammer getrennt sind. Es wird gezeigt, da ein solches System einen linearen Vierpol darstellt, 


dessen Fundamentalwiderstande dieselben Werte haben wie bei den Zweikammersystemen. 
Weiters wird gezeigt, das der Heilsche Generator ein symmetrisches System ist, dessen Arbeits- — 


spannung in voller Hohe auf den Steuerkreis riickgekoppelt ist. Wird auch dem Laufraum von 


-auBen Wechselstrom zugeftihrt, so entsteht aus dem urspriinglichen Zweikreis-Dreikammer- 


system ein Dreikreis-Dreikammersystem, welches als ein linearer Sechspol aufgefait werden 
kann. Als Anwendungsbeispiel einer solchén Anordnung wird die Schirmgitterréhre untersucht. 

Mit den Zweikreis-Vierkammersystemen beschaftigt sich das vierte Kapitel. Es wird gezeigt, 
da sich aus einem-symmetrischen System dieser Art die Reflexionsréhre ableiten lat. Dabei 


wird gezeigt, dai deren starke Anfachungstendenz durch die groBen Werte des Beschleunigungs- — 
_sprunges an der Reflexionsstelle zu erklaren ist. Aus der Theorie der in diesem Kapitel behandelten 


Systeme werden die beim Heilschen Generator gemachten Beobachtungen iiber die Aufeinander- 
folge von Schwingbereichen erklart. 


Wahrend die Ergebnisse des ersten Teiles unter der Annahme abgeleitet wurden, daf die 
Elektronen die Kathode mit der Geschwindigkeit Null verlassen und die Feldstarke an der Kathode 
ebenfalls Null ist, wird im ersten Kapitel des zweiten Teiles dieses Werkes ,,Kathodeneigen- 
schaften, Vierpole‘‘ der Raumladungszustand einer ebenen Elektronenstrémung untersucht, 
wobei die Annahme gemacht wird, daf} die Elektronen die Kathode mit einer von Null ver- 


- schiedenen, aber homogenen Geschwindigkeit verlassen. Aus dieser Annahme wird das Raum- 


ladungsgesetz einer idealen Kathode abgeleitet. Um die Abweichungen des Stromwertes vom 


idealen Raumladungsgesetz fiir jene Kathoden festzulegen, welche die volle Aktivitit nicht 


erreichen, wird die ,,Giite‘‘ der Kathode eingefiihrt.- Sie ist definiert als das Verhaltnis der Feld- 
stirke an der Kathode zur Feldstirke der idealen Kathode. Das Raumladungsgebiet wird durch 
diese Festsetzung von den Gittewerten Eins und Null begrenzt. 


Im zweiten Kapitel wird gezeigt, dal ein tiber die Kathode gefiihrter Wechselstrom auch 
im Raumladungsgebiet in einen Konvektions- und einen Verschiebungsanteil zerfallt. Bei hohen 


und hoéchsten Frequenzen verringert sich der Konvektionsanteil immer mehr zugunsten des — 
Verschiebungsanteiles. Es wird weiters gezeigt, daf der als Verschiebungsstrom transportierte 
Anteil des Gesamtwechselstromes auf eine korrigierte Formel fiir den Wechselstromwiderstand — 

fihrt. Das SattigungsmaB der Kathode wirkt sich dabei so aus, als ob der Elektronenstrecke 


ein Blindwiderstand vorgeschaltet wiire. 


Der Schroteffekt wird im dritten Kapitel unter der Annahme behandelt, da die Elektronen — 


die Kathode mit einer einheitlichen Geschwindigkeit verlassen. Es wird eine allgemeine Formel 
fiir die infolge der spontanen Schwankungen des Emissionsstromes in einer Diode entstehende 


Leerlaufspannung abgeleitet. Die GroBe der in dieser Formel enthaltenen unbekannten Konstanten 
wird aus Untersuchungen von W. Schottky hergeleitet. 4 


ergeben, diejenigen ermittelt, welche dieselbe Verlustleistung aufnehmen, 


eT = f . ea 
ch acne Aout cesar Sits: eases Ati satan ibe 


- , 
ee 


RE ee ee ee See a ee ee ee ee ee 
+i , ie ro hie rs 


: Ax 


rot- und Funkeleffekt i 


Im letzten Kapitel wird in vorbildlicher Weise die Vierpoltheorie der Elektronenrohre dar- 
gestellt. Als Anwendung derselben wird die Triode in Gitter-Basisschaltung und in Kathoden- 


Basisschaltung behandelt. 


Als einziger Nachteil fiir die unbedingt zu wiinschende weitgehende Verbreitung dieses wert- 
vollen Werkes k6énnte die allzu knappe Behandlung des Grundproblems der allgemeinen Lésung 


der ebenen Elektronenstrémung angesehen werden, die aber ihre Begriindung darin hat, da 


der Verfasser die Absicht hatte, diese Abhandlungen getrennt in Fachzeitschriften zu veréffent- 


lichen. 


Zusammenfassend kann gesagt werden, da die neuartige Behandlung der in diesem Werk | 


dargestellten Probleme der Laufzeiterscheinungen in Elektronenréhren diese Verdffentlichung 
zu einer bedeutungsvollen Neuerscheinung auf dem Gebiete der Hochfrequenzliteratur machen. 
Zufolge seiner grundlegenden Bedeutung kann es dem an der Weiterentwicklung der Hoch- 
frequenztechnik arbeitenden Wissenschaftler und Ingenieur bestens empfohlen werden. 


FF. Kracmar, Wien. 


- Kiilte und Wiirme in Erde und Luft. Ausniitzung fiir technische und landwirtschaft- 


liche Zwecke in allen Klimaten der Erde. Von ZL. Moteko. Mit 105 Textabb., IV, 
170 8. Wien: Manzsche Verlagsbuchhandlung. 1948. $ 45.—. _ 


Der Autor unternimmt den interessanten Versuch, auf Grund eines reichhaltigen statistischen - 


Materials emen Vorschlag zur Ausntitzung der in der Erde und in der Luft enthaltenen Kalte 
und Warme bekanntzugeben, der zur Klimatisierung von Wohngebauden, Siedlungshausern, 


zur Bewetterung von Gruben, zur Entnebelung von StraBenziigen und zur Férderung des Pflanzen- | 
-wuchses in der Landwirtschaft praktische Verwendung erhalten soll. 


~ 


Der Vorschlag besteht darin, durch Anlage von Rohrleitungen, Stollen und Luftkammern 
untertags Heiz- bzw. Kihlflachen zu schaffen, wobei die umgebenden Erdmassen als Speicher- 
k6érper dienen sollen. Durch entsprechend angebrachte Isolierungen soll ein Warmeverlust ver- 


_ mieden werden. Durch Auffangen des sich bei Abkiihlungen unter dem Taupunkt abscheidenden. 


Kondenswassers soll ferner bei regenarmen Gegenden eine Wasserversorgung eingeleitet werden. 
Zur Bewegung der Luftmassen dient der natiirliche Auftrieb oder kimstliche Ventilation. 


Aus der Differenz der spezifischen Warmen von Erde und Luft ergeben sich groBe umzu- 
walzende Luftmengen. Die Wirtschaftlichkeit einer solchen Anlage wird daher eine genaue Er- 
mittlung der Gestehungskosten voraussetzen, so daf} es unter Umstanden zu tiberlegen “ware, 
durch Einschaltung einer Wairmepumpe héhere Temperaturdifferenzen und damit eine Ver- 
ringerung der Heiz- oder Kihlflachen anzustreben. ; 


Zur Stitzung seiner Ausfiihrungen fihrt der Verfasser eine Reihe von meteorologischen 


Angaben an, die die Veréffentlichung mit wichtigen Unterlagen fiir eine rechnerische Unter- 


be | 


suchung der Probleme ausstatten. Hier wire es vielleicht in einer nachsten Auflage angezeigt, — 


wenn die theoretischen Grundlagen, insbesondere fiir den Wirmeaustausch auf Grund der neuen 
Versuchsergebnisse (Einflu8 der verschiedenen Faktoren zur Bemessung der Flachen sowie der 
Zeitkonstanten) eingefiigt werden wiirden. Auch die Bekanntgabe von wissenschaftlichen Ver- 
suchsergebnissen wiirden fiir die praktische Einfiihrung der Vorschlage von Wert sein. 


Der vom Verfasser-angedeutete Weg der Gewinnung von Umweltwarme ist zweifellos noch 


viel zu wenig beachtet. In Verbindung mit der mit einem Medium arbeitenden Warmepumpe 
- oder der Luftwirmepumpe wird das aufgeworfene Problem besonders fiir die kohlenarmen Lander, 


die ein auf hydraulischer Grundlage aufgebautes Energiesystem haben, sehr bald groBe Bedeutung 
gewinnen, so das der Arbeit des Verfassers weitgehende Verbreitung zu wiinschen ist. Denn 
alle mit obigen Problemen sich beschaftigenden Forscher werden die tbersichtliche Zusammen- 
stellung wichtiger Einzelgré®en nur begriiBen, da sie eine gute Unterlage fir weitere Unter- 
suchungen bilden. 


-.- Druck und Ausstattung des Buches ist in der bei dem genannten Verlag gewohnten Weise — 
oa vorziiglich, ; H. Melan, Wien. 


- Osterreichisches Ingenieur-Archiv, Band II, Heft 3, S. 201, Arbeit F. Cap, Zi 
Feldproblem zweier leitenden Ebenen in beliebiger Lag 

Herr Dr. Berger vom mathematischen Institut der Technischen Hochschule 
Wien besa8 die Freundlichkeit, mich auf ein Versehen in meiner Arbeit: ,,Zum zwei- 
dimensionalen Feldproblem zweier leitenden Ebenen in beliebiger Lage“‘ aufmerksam 
zu machen. Da die Linie ad (Abb. 7) eine tiber den unendlichfernen Punkt laufende 
_ Kraftlinie ist, muB auch AD (Abb. 4) Kraftlinie sein. Sie mu8 daher von A zum 
unendlich fernen Punkt und von dort nach D gefiihrt werden. Das Integral (1) andert — 
‘sich hierdurch etwas; seine endgiiltige Gestalt hangt von den GréBen y, und y, ab. 
Der durchgerechnete Spezialfall wird durch dieses Versehen nicht beriihrt. 

Der Ausdruck ,,Plattenbreite‘‘ fiir die Strecke AB (Abb. 4) ist natiirlich nur 
figiirlich gemeint; die Plattenbreite ist ja ab; die Punkte A und D (y, und y,) geben 
die Plattenladung und damit bei gegebenem Potential die Kapazitét (Lage und 
Breite) an. Fir die praktische Brauchbarkeit der Innenraumlésung (Abschn. IV) 


muB als ,, Abschirmkriterium “ 71 — To Ca und 6, = 7505, wol0,4.=. 7) —- 
verlangt werden. : 


Die Abb. 8 und 9 sind vertauscht. - ; Dr. Cap. 
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—, Die Temperaturverteilung in den Lauf- 
ridern von Turbomaschinen. 8. 177. 


- Miller-Magyary, F., Kritische Spannungen 


‘dinnwandiger Plattenwerke unter zentri- 
‘schem Druck. 8. 331. 

Neth, A., Neues Verfahren zur Prazisions- 
-Gitterkonstantenbestimmung. S. 106. 

Oberdorfer, G., Die kissoidale Erzeugung der 
zirkularen Kubik und bizirkularen Quartik 
aus der komplexen Ortskurvendarstellung. 
S. 309. 

Parkus, H., Der wandartige Teper aut drei 

Sttitzen. 8. 185. 

—, Die Torsion geschlitzter Hohlwellen. 8. 372. 

Pongratz, F., Die neue Theorie des Stahl- 
betons auf Grund der Bildsamkeit im Bruch- 
zustand. Von R. Saliger. Zweite Auflage. 
(Buchbesprechung.) S. 263. 
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rungsmafnahmen. Von F. MeiBner. (Buch- 
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" Einzellinsen nach D. Argentieri. §. 114. 
Wolf, K., Franz Jung, 

Technischen Hochschule Wien. 
liches.) S. 165. : 
Wunderlich, W., Darstellende und kine- 


(Person- 


Ehrendoktor dor as 


; matische Geometrie fir Maschinenbauer. 
; —, Praktische Statik. Von R, Saliger. Fiinfte Von J. L. Krames. (Buchbesprechung.) 
‘ ' Auflage. (Buchbesprechung.) S. 322. 8. 87. 
me. 
- 
Be - a 
‘ es > ne 
ae . pe 
7 > an 
a ee 
4 ™ ; S < 
; cee 
- ‘ : oa 
=— ie 


Herausgeber und Higentiimer: Springer- Verlag in Wien I, Mélkerbastei 5. — Fiir den Inhalt verantwortlich: Prof. Dr. Franz — 
Magyar, Wien TV, Technische Hochschule, Karlsplatz 13. — Druck: Manzsche Buchdruckerei, Wien IX, Lustkandlg. 52. 


=p ae < 
ce ees 


et eee oh Fn RL A G TON. W IO BON 


\ 


Natur und Erkenntnis. Die Welt in der Konstruktion des heutigen Physikers. Von 
Prof. Dr. A. Mareh, Innsbruck. Mit 18 Abbildungen. VIII, 239 Seiten. 1948. In Osterreich 
Preis S 36.—, im Ausland sfr. 18.— 


Aus den Besprechwngen : 
>» ur alle, die an den umwilzenden Erkenntnissen der heutigen Naturwissenschaft, insbesondere 
der neuen Physik, Anteil nehmen, ist Marchs Werk das Buch, das sehnlichst erwartet wurde .. .“ 
(,,Osterreichische Zeitschrift fiir Telegraphen-, Telephon-, 
Funk- und Fernsehtechnik. 2.Jg., H. 7/8) 


Acta Physica Austriaca. Unter Mitwirkung der Osterr. Akademie der Wissenschaften 
herausg. von K.W.F. Kohlrausch, Graz, und H. Thirring, Wien. Schriftleitung : P. Urban, Graz. 


Die Zeitschrift bringt Originalarbeiten aus allen Gebieten der theoretischen und experimentellen 
Physik und Ubersichten tiber die Fortschritte der physikalischen Forschung in aller Welt. Angesichts 
der Verzweigung und weitgehenden Spezialisierung der modernen Wissenschaften erblickt die 
Zeitschrift ihr Hauptziel darin, eine Gesamtschau der Physik zu vermitteln. Spezialabhandlungen 
sind so abgefaBt, daB sie allen Physikern und nicht nur dem Fachmann des betreffenden Wissens- 
zweiges verstandlich sind. - 

Aus dem Inhalt des ersten Bandes: 

Die Besonderheit des Weltbildes der Naturwissenschaft. Von Prof. E. Schridinger, Dublin 
(Band I, Heft 3, ausgegeben im Februar 1948). In Osterreich S 28.—, im Ausland sfr. 14.— 


Die philosophischen Grundlagen der wissenschaftlichen Erkenntnis. 
Von A. Fischer, Budapest.’ VI, 240 Seiten. 1947. In Osterreich S 30.—,im Ausland sfr. 18. 
Aus den Besprechungen: 


, 1m gesamten stellt das Buch einen tiefgriindigen Beitrag dar, »>der Wissenschaft jene Stellung in un- 
serem Wertesystem wiederzugeben, welche ihr als der héchsten Leistung der menschlichen Vernunft 
gebuhrt<, und kann daher auf das beste empfohlen werden.“ (,,Osterr. Ingenieur-Archiv‘‘, Bd. 2, H.2) 


,, Unter Verwendung klassischer und einer reichen modernen Literatur verschafft der Verfasser eine 
klare Ubersicht tiber die Lésungsversuche der Grundprobleme der Psychologie, Logik und Methodo- 
logie der wissenschaftlichen Erkenntnis und unternimmt deren Einordnung in den umfassenden 
Zusammenhang des modernen Weltbildes.. . “ (;,Universum, Wien, 2.Jg., Nr. 6) 


Mathematik, Logik und Erfahrung. Von Univ.-Prof. Dr. V. Kraft, Wien. VIII, 
129 Seiten. 1947. In Osterreich S 18.—, im Ausland sfr. 10.— 


Aus den Besprechungen : 


»—£s kommt gar nicht darauf an, welche Stellung der Leser zu den Ansichten des Autors ein- 
nimmt. Das Buch ist sehr interessant, flissig geschrieben und leicht zu lesen. Der Wert des 
Buches liegt in der Anregung solcher philosophisch wenig geschulter Leser, die in der Mathe- 
matik immerhin mehr als ein blofes Hilfsmittel sehen wollen .. .“ 

(,,Osterreichisches Ingenieur-Archiv‘*, Band 2, Heft 4) 


Monatshefte fiir Mathematik. Neue Folge der Monatshefte fiir Mathematik und 
Physik. Unter Mitwirkung der ésterreichischen Mathematischen Gesellschaft in Wien, 
herausgegeben von J. Radon, Wien. 


Im August 1948 erschien: r 
52. Band, 3. Heft, ausgegeben im August 1948. In Osterreich S 30.—, im Ausland sfr. 13.50 


Inhaltsverzeichnis: Miller, H. R., Der Drall einer Regelfliche im elliptischen Raum — 
Emch, A., Neue durch stereographische Projektion erhaltene Kigenschaften der Flachen zweiter 
Ordnung mit Nabelpunkten — Bompiani, E., Monoidi del 3° ordine per una calotta super- 
ficiale del 4° ordine — Funk, P., Beitriige zur zweidimensionalen Finslerschen Geometrie — 
Mayrhofer, K., Uber vollstindige Mafe — Antosiewicz, H., Uber die Anwendungen des 
 Vektorkalkiils auf die Geometrie algebraischer Kurven — Hlawka, E., Eine asymptotische 
Formel fir Potenzsummen komplexer Linearformen — Prachar, K., Zur Geometrie der 
Reihen — Buchbesprechungen. 
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Soeben erschienen: 


Flachentragwerke 
Einfiihrung in die Elastostatik der Scheiben, Platten, Schalen und Faltwerke 
Von 
Dr. techn. Dipl.-Ing. Karl Girkmann 


ord. Professor an der Technischen Hochschule in Wien 


Zweite, verbesserte und vermehrte Auflage 
Mit 272 Textabbildungen. XVI, 502 Seiten. 8°. 1948 
In Osterreich 8 132.—, geb. 8 138.—; im Ausland sfr. 66.—, geb. sfr. 70.— 


Die erste 1946 erschienene Auflage des Buches hat eine tiberaus giinstige Aufnahme gefunden, 
so daB sie bald vergriffen war. Es bestand sonach kein Anlafi, an dem bewahrten Aufbau und 
an der Darstellung eine Anderung vorzunehmen. Zu den finf Abschnitten: Allgemeine Grundlagen 
der mathematischen Theorie der Elastizitit — Die Scheiben — Die Platten — Die Schalen — Die 
Faltwerke — ist lediglich ein Anhang hinzugekommen, der den orthotropen Platten und deren 
Anwendungen gewidmet ist, wodurch der Inhalt des Buches wesentlich erweitert worden ist 


Lehrbuch der 


darstellenden Geometrie 


Von 
Dr. Emil Miller + und Dr. Erwin Kruppa 
weiland o. 6. Professor an der Technischen Hochschule o. 6. Professor an der Technischen Hochschule 
in Wien in Wien 


Finfte, erganzte Auflage 
Mit 375 Textabbildungen. IX, 404 Seiten. 1948 
In Osterreich 8 60.—; im Ausland sfr. 26.— 


Die neue, ergiinzte fiinfte Auflage des Lehrbuches unterscheidet sich aber von der vierten Auf- — 


lage durch einige Erginzungen. Der in der vierten Auflage in Nr. 124 behandelte Stoff wurde 
zu einem abgerundeten Kapitel: ,,Geometrische Grundbegriffe der Photogrammetrie“ ausgestaltet. 
Die geometrischen Grundlagen der Photogrammetrie sind in der Hauptsache ein Bestandteil der 
darstellenden Geometrie. Das neue Kapitel ist als eine Vorschulung zum eingehenden Studium 
der Photogrammetrie gedacht. — Ein Anhang enthalt Hrgdnzwngen zur Axonometrie: I. Kon- 
struktion eines Schragrisses mittels des Hinschneideverfahrens von L. Eckhart, das dem tech- 
nischen Zeichnen besonders gut entspricht, und II. Zur Konstrwktion des normalaxonometrischen 
Dreibeins fiir die Verkiirewngsverhdlinisse 1:1/,: 1, eine Konstruktion, die die Angaben des Norm- 
blattes DIN 5 durch eine einfache und einfach zu merkende Konstruktion ersetzt 
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